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Vorwort

Stellt man sich ein elastisches Tuch vor, in das man eine schwere Kugel legt, so kriimmt sich das
Tuch. Bewegt sich nun eine Murmel auf dieser gekriimmten Fldche, so wird sich die Murmel
spiralférmig auf die schwere Kugel zu bewegen, falls die Anfangsgeschwindigkeit der Kugel klein
genug ist. Vergroflert man die Anfangsgeschwindigkeit der Murmel, so kann man erreichen, dass
die Murmel sich auf einer gekriimmten Bahn an der schweren Kugel vorbeibewegt. Denkt man sich
das elastische Tuch weg, dann wiirde man ebenfalls die verschiedenen Bahnen der Murmel
beobachten. Isaac Newton' hat den Grund fiir dieses Verhalten in der Massenanziehung — der
Gravitation — gesehen. Nach der Allgemeinen Relativitdtstheorie liegt allerdings der Grund fiir das
Bewegungsverhalten der Murmel in der Kriimmung der Raumzeit. Massen ziehen sich also nicht an,
sondern kriimmen die Raumzeit wie eine schwere Kugel ein elastisches Tuch. Die Gravitation ist
also keine Kraft, sondern die Ursache fiir diese Raumzeitkriimmung. Dieses Verhalten der Raumzeit
wird durch die Feldgleichungen beschrieben, die Einstein 1915 gefunden hatte und die J.A. Wheeler
treffend im folgenden Satz zusammengefasst hat:

”Matter tells space how to curve and spacetime tells matter how to move!“?

Erschwerend kommt bei dieser Vorstellung hinzu, dass es sich bei der Raumzeit um eine
vierdimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit handelt. Bernhard Riemann® war der erste
Mathematiker, der die Geometrie auf nicht euklidischen Rdumen — den Rdumen unserer
Anschauung — untersucht und dabei den Ableitungsbegriff, den man aus dem Oberstufenunterricht
kennt, auf diese Rdume erweitert hat.

Lokal sieht so eine Mannigfaltigkeit flach aus, d. h. sie hat lokal keine Kriimmung. Dieses Prinzip
hat Einstein verwendet, um die Feldgleichungen herzuleiten. Er machte dazu folgendes
Gedankenexperiment: Befindet sich man in einem frei fallenden Bezugssystem, z. B. einem Labor,
das keine Verbindung zur AuBlenwelt hat, dann kann man durch kein physikalisches Experiment
unterscheiden, ob man sich im gravitationsfreien Raum oder im freien Fall in einem
Gravitationsfeld befindet. Lokal kann man also in einer solchen Situation das Gravitationsfeld nicht
erkennen. Ist man umgekehrt in einem beschleunigten Labor, das keine Verbindung zur Aullenwelt
hat, dann kann man nicht unterscheiden, ob man sich in Ruhe in einem Gravitationsfeld, z. B. hier
auf der Erde, oder in einem Raumschiff im Weltall befindet, das gleichmdBig beschleunigt wird.

Dieses Prinzip nannte Einstein das Aquivalenzprinzip. Da er zuvor die spezielle Relativitdtstheorie
entdeckt hatte, bedeutet dies, dass man sich lokal immer in einem Minkowskiraum befindet. Der
Minkowskiraum ist eine flache vierdimensionale Mannigfaltigkeit, die durch eine Metrik
beschrieben wird, aus der man die Gleichungen der speziellen Relativitdtstheorie herleiten kann.

Wie kann man die Kriimmung der Raumzeit — dies ist die vierdimensionale Mannigfaltigkeit —
berechnen? Dazu muss man eine Bewegung vollziehen, die jemanden an den Anfangspunkt der
Bewegung zurtickbringt. Da die Bewegung sich lokal in jedem Punkt im Minkowskiraum vollzieht,
wird derjenige, der sich in einem Labor befindet, dass keine Verbindung zur Aullenwelt hat, diese
Kriimmung auch nicht bemerken. Es sei denn, er vergleicht rdumliche Grdfien mit dem Anfang der
Bewegung und dem Ende. Wenn man sich zum Beispiel vom Nordpol aus zum Aquator bewegt, dann

1 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Isaac Newton
2  Zitiert nach John Archibald Wheeler, Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/John Archibald Wheeler

3 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Bernhard Riemann
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wird sich der Vektor, der die Bewegungsrichtung anzeigt, immer tangential zum Weg sein. Wir
konnen uns also vorstellen, dass wir in einem Auto diesen Weg auf der Kugeloberficiche der Erde
zurticklegen. Montiert man am Lenkrad eines Autos einen Pfeil, der in die Bewegungsrichtung zeigt,
dann wird sich dieser nicht veridndern. Wenn wir dann unser Lenkrad um 90° drehen, um den
Aquator entlangzufahren, dann wird dieser Pfeil senkrecht zur Bewegungsrichtung verlaufen.
Drehen wir uns mit unserem Fahrzeug erneut auf einem Punkt des Aquators zuriick, um dann
wieder zum Nordpol zu gelangen, dann wird der Pfeil wieder in die Bewegungsrichtung zeigen.
Wenn wir aber am Ausgangspunkt angelangt sind und wir den Pfeil im Auto mit dem Pfeil
vergleichen, den wir am Anfang der Bewegung markiert haben, dann werden wir feststellen, dass
die Pfeile nicht tlibereinstimmen. Dieser Unterschied ist ein Mak fiir die Kriimmung der Raumzeit
und wird durch den Riemannschen Kriimmungstensor beschrieben.

Um den Riemannschen Kriimmungstensor herzuleiten, braucht man eine Metrik, die angibt, wie
man Ldngen auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit misst. Hat man diese Metrik, kann man zu
jedem Weg in dieser Mannigfaltigkeit eine Verbindungskurve konstruieren, entlang derer man einen
Vektor im Tangentialraum der Mannigfaltigkeit parallel verschieben kann. Verschiebt man dann
einen solchen Vektor entlang einer geschlossenen Kurve, so erhdlt man den Riemannschen
Kritimmungstensor. Zur Berechnung des Riemannschen Kriimmungstensor ist also nur die
Verbindung wichtig, die zwei Punkte auf der Mannigfaltigkeit mit einem Weg verbindet, entlang
dessen man einen Vektor parallel verschieben kann. Diese Verbindung kann man tiber die Metrik
berechnen und damit auch den Kriimmungstensor. Man nennt diese Verbindung auch einen Schnitt
im Tangentialraum der Mannigfaltigkeit. Hat man einen Schnitt im Tangentialraum der
Mannigfaltigkeit, so kann man jeden anderen Vektor im Tangentialraum der Mannigfaltigkeit
parallel entlang dieses Schnittes bewegen. Dabei dndert sich der Winkel zwischen Schnittvektor und
parallel verschobenen Vektor nicht.

Der erste Teil dieser Abhandlung beschdiftigt sich mit diesem rein mathematischen Thema. Dabei
spielen gewisse mathematische Objekte eine zentrale Rolle, die man Tensoren nennt. Eine
Gleichung, die man mit Tensoren aufstellt, gilt dabei fiir jede Koordinatentransformation.
Koordinaten sind dabei Zahlentupel, mit der man die Riemannsche Mannigfaltigkeit lokal
beschreiben kann. Dies war auch der Grund fiir Einstein, mit Tensoren Gleichungen aufzustellen,
weil die physikalischen Gesetze in jedem Koordinatensystem giiltig sein sollen. Eine schwere
Aufgabe fiir Einstein, weil es ca. drei Jahre dauerte, bis er die richtigen geometrischen Tensoren fiir
seine Feldgleichungen gefunden hatte.

Der zweite Teil der Abhandlung ist der physikalische Teil. Er bezieht sich auf den Energie-Impuls-
Tensor und versucht, bekannte Ergebnisse iiber Schwarze Locher mathematisch zu reproduzieren.

Diese Abhandlung richtet sich an Leser, die die mathematischen Grundlagen der einsteinschen
Feldgleichungen kennenlernen wollen, weil alle mathematischen Begriffe dafiir sehr ausfiihrlich
behandelt werden und mit Beispielrechnungen unterlegt sind, die hoffentlich dazu beitragen, die
Begriffe transparenter zu machen.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass die Herleitung der einsteinschen Feldgleichungen auch iiber
das Prinzip der kleinsten Wirkung vollzogen werden kann. Da dieses Prinzip recht universell auch
in der Quantenmechanik gilt, wire dieser Zugang systematischer. Das Prinzip ist ein Bindeglied
zwischen Allgemeiner Relativitdtstheorie und Quantenmechanik oder Quanten-Feld-Theorie. Diese
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Art der Herleitung stammt vom deutschen Mathematiker David Hilbert und wird hier nicht
besprochen®. Es sei aber darauf hingewiesen, dass die Herleitung auf dem Prinzip der kleinsten
Wirkung basiert. Dies wird im Abschnitt Hamiltonsche Mechanik besprochen. Die Wirkung ist dabei

4
durch folgenden Ausdruck gegeben: W ,,,,(g)= 16-C7z-G"" \/(|(det[g(x)])|)R(g(x))d"x , wobei

g der metrische Tensor und R der Ricci-Skalar ist.

4  Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Einstein-Hilbert-Wirkung
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Neutronenstern und Roter Riese, Bildquelle: NASA/Dana Berry; Lizenz: gemeinfrei
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Kapitel I: Lineare Algebra - Tensorrechnung

1.1 Der kovariante Metriktensor

Bei den folgenden Uberlegungen soll V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber IR  mit einem
Skalarprodukt sein. Der Vektorraum wird durch Basisvektoren ¢, i=1, ... , n erzeugt oder

aufgespannt. Das heilst, dass man jeden Vektor des Vektorraumes als Linearkombination der
n

Basisvektoren schreiben kann: d=),a'-g, . Achtung: d ist nicht die i-te Potenz der
i=1

Variablen a, sondern die i-te Komponente des Vektors d . Der Buchstabe i ist ein Index!

Man nennt die Symbole d' die kontravarianten Komponenten des Vektors d bezogen auf die
kovariante Basis g, . Die Summe enthdlt den Summationsindex i, der bei den Komponenten oben

und bei den Basisvektoren unten vorkommt. In diesem Fall schreibt man einfach: d=a'"g; und
nennt dies die einsteinsche Summenkonvention. Fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren

d=a-g, und b=b"§, kann man dann mit der Summenkonvention d-b=a'-b’-G-§,
schreiben, weil es linear und kommutativ ist. Die Skalarprodukte der Basisvektoren g, g; sind
reelle Zahlen, die man mit Q’i-ﬁj:gij bezeichnet. Damit erhdlt man die Formel:

=

a-b= g;-a b’ .
Man nennt die Matrix (gy) den Metriktensor, weil man damit die quadratische Ldnge eines
Vektors beziiglich einer Vektorraumbasis ¢, i=1, ..., n berechnen kann:

d-a=g;-a-a .

In der Hauptdiagonalen des Metriktensors stehen die  §.-G.=g, , also die quadratischen Ldngen
der Basisvektoren. Da das Skalarprodukt kommutativ ist, ist der Metriktensor symmetrisch, d. h.:

gi'gi:gij:gﬁ:gfgi :

Berechnet man die Determinante des Metriktensors, so kann man das Volumen des durch die
Basisvektoren aufgespannten Parallelotops berechnen:

Vol=+|det (g;)|

Die Determinante des Metriktensor kiirzt man mit g=det(g;) ab und erhilt:

VoI:\/|_g|

10
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Der Metriktensor ist also die zentrale Grée, um Ldngen, Winkel, Flichen und Volumen in einem
Vektorraum zu berechnen, der keine Orthonormalbasis hat, d. h. die Basisvektoren haben nicht alle
die Linge 1 und stehen nicht alle paarweise senkrecht aufeinander. Bei einer Orthonormalbasis

g, i=1,...,ngilt aber g-g,=g,=0 falls i#j und g g=g,=1 sonst. Der Metriktensor
beziiglich einer Orthonormalbasis ist also durch die Einheitsmatrix, die in der Hauptdiagonalen

nur Einsen und sonst nur Nullen stehen hat, gegeben. Wir bezeichnen die Einheitsmatrix mit 51- !

und erhalten: gij:5l-1 falls g, eine Orthonormalbasis ist.

Tensoren sind noch zu definierende Elemente. Ich werde spdter darauf zuriickkommen. Der
Unterschied zwischen kovarianten und kontravarianten Tensoren besteht in ihrem
Transformationsverhalten bei einem Basiswechsel. Auch dies wird spditer erst behandelt.

Den Metriktensor kann man auch fiir krummlinige Koordinaten definieren. Dabei dindern sich die
Basisvektoren der Vektorrdume entlang der Koordinatenlinien, die durch die krummlinigen
Koordinaten festgelegt sind. Der Metriktensor ist dann punktweise definiert. Der Punkt, um den es
geht, ist durch die krummlinigen Koordinaten gegeben. Die Basisvektoren des dazugehdrigen
Vektorraums sind die Tangentialvektoren entlang der krummlinigen Koordinatenlinien in diesem
Punkt. Damit wird sich der Metriktensor auch in Abhdngigkeit des Punktes, den man in
krummlinigen Koordinaten gegeben hat, verdndern. Standardkoordinaten fiir krummlinige
Koordinatensystem sind die Kugelkoordinaten oder die Zylinderkoordinaten. Wir werden spdter
sehen, wie sich die Basisvektoren und der Metriktensor punktweise verdndern, wenn man mit diesen
Koordinatensystemen arbeitet.

Wiéhrend man mit Kugelkoordinaten oder Zylinderkoordinaten noch alle Punkte im Euklidischen
Raum beschreiben kann, der als Vektorraum eine orthonormale Basis besitzt, kann man bei
manchen Rdumen dies nicht mehr tun. Hier ist es nur lokal méglich, Koordinaten so zu wdbhlen,
dass man in einer Umgebung eines Punktes alle Punkte in dieser Umgebung mit den lokalen
Koordinaten eindeutig beschreiben kann. Solche Rdume nennt man Mannigfaltigkeiten. Damit man
auf diesen Rdumen Geometrie betreiben kann, also die Méglichkeit hat, Ldngen, Winkel und daraus
abgeleitete geometrische Grélsen zu definieren, muss man liber ein Skalarprodukt, eine Metrik
verfiigen. Diese Art von Mannigfaltigkeiten nennt man Riemannsche Rdume. Bernhard Riemann®
hat die Geometrie auf diesen nicht Euklidischen Rdumen entwickelt. Ein zentraler Begriff ist dabei
die Kriimmung, und es wird sich spdter herausstellen, dass Riemannsche Rdume flach sind, so wie
der Euklidische Raum es ist, genau dann, wenn der Kriimmungstensor 0 ist. Um aber Kriimmungen
zu berechnen, bendtigt man einen Ableitungsbegriff auf den Riemannschen Rdumen. Es handelt sich
dabei um die sogenannte kovariante Ableitung, zu der es natiirlich auch eine kontravariante
Ableitung gibt. Dieses Konzept hat Albert Einstein® fiir die Feldgleichungen der Allgemeinen
Relativitditstheorie’ benutzt, die in etwa folgendes bedeuten: Die Kriimmung der Raumzeit ist
dquivalent zur Gravitation.

5 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Bernhard Riemann
6 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Albert Einstein

7  Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Einsteinsche Feldgleichungen
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1.2 Der kontravariante Metriktensor

Zu jeder kovarianten g, i=1, ..., n Basis existiert in eindeutiger Form eine kontravariante Basis
oder duale Basis des dualen Vektorraums V*=L(V,R) aller Linearformen von V nach R ,

die man mit g i=1, ..., n bezeichnet. Eine Linearform ist eine lineare Abbildung von V nach
IR . Die Menge der Linearformen bilden ebenfalls einen Vektorraum, den man mit V" bezeichnet.

Man kann diesen Vektorraum iiber das in V gegebene Skalarprodukt mit V isomorph oder

strukturerhaltend abbilden. Dazu setzt man: g¢'=g-g,=0 fir j#i und g'=g-G,=1 . Dies
liefert die implizite Bedingung fiir die kontravariante Basis:

-
-

Die lineare Abbildung (Dg,E V*:L(V,R) ist dann durch (Dg,.(i;):gj-v gegeben.

Geometrisch bedeutet das, dass der kontravariante Basisvektor g senkrecht auf allen anderen
kovarianten Basisvektoren §j steht, wenn i#j gilt. Zur kontravarianten Basis gehort der

kontravariante Metriktensor:

fj_ i iy
9'=g-g .
Zuerst sollen die kontravarianten Basisvektoren g’ berechnet werden, wenn die kovarianten
Basisvektoren g, gegeben sind. Dazu macht man folgenden Ansatz:

gi:Aij'S_jj .

Summiert wird liber j (einsteinsche Summenkonvention) und (AJ) ist die Umrechnungsmatrix.
Multipliziert man die obere Gleichung skalar mit g* so erhdlt man:

- -

g-g‘=A"G-g" bow
ik A ok
g =A"6".

k
Da aber O j nur fiir j=k einen Betrag liefert, kénnen wir in der Summe den Index j gegen k

x ik ik ik
austauschen. Ubrig bleibt nur ein Summand A" . (gl ) und (Al ) sind also dieselben

Matrizen. Da in der Tensorrechnung sehr stark mit mehrfach indizierten Gréen gearbeitet wird,
formuliert man folgende Regel:

12
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j k k
R1: Austausch der Indizes (Tensorverjiingung): X ) i X mit dem Summationsindex j und

den freien Index k. Analog dazu hat man im dualen Fall: Xj : (SkJ: Xk .

-

Als vorldufiges Ergebnis erhdlt man: gl:gu'gj mit dem Summationsindex j und den freien

-

= [
Index i. Analog dazu hat man im kovarianten Fall: g, =(,;"g . Um dies zu sehen, fiihrt man

dieselben Rechnungen wie zuvor mit umgekehrten Indizes aus. Bildet man das Skalarprodukt, so
erhdlt man:

51'__'1'—»_ iji - N >

k=9 °9x—9 97949 =9 "9u9;"9 -

Nach der einsteinschen Summenkonvention wird tiber die Indizes j und | summiert. Dies liefert das
; - ;

vorldufige Ergebnis: & kl: gl]' gkl'6 i Wendet man die Regel tliber den Austausch der Indizes

an, liefert das: 5 kl :”gu' gyj - Da aber der Metriktensor symmetrisch ist, gilt: — g,;= (g und

man erhdlt: 5kl:gy°gjk . Hier ist j der Summationsindex und i und k sind frei wdhlbar. Die

= -
Summen gj°gjk sind aber die Eintrdge einer Matrix Cik:g]'gjk die wegen der rechten
Seite der letzten Gleichung die Einheitsmatrix ergeben muss. Also ist der kontravariante

Metriktensor die inverse Matrix zum kovarianten Metriktensor. Damit haben wir das endgiiltige
Ergebnis gefunden:

(g")=(g;) " oder(g;)=(g")" .

In der Herleitung des kontravarianten Metriktensors hat man folgenden Zusammenhang zwischen
kovarianten und kontravarianten Basisvektoren benutzt:

i i =
g=g g, bzw.
- '_>j
9—9;'9 -
Auch hier ist beziiglich einer orthonormierten Basis: gUZ(SiJ . Deshalb stimmen die

. . .. . i_cj =7 _=
kovarianten und kontravarianten Vektorraumbasen iiberein: ¢ = ) i . g,=g; -

13
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1.3 Die kovarianten und kontravarianten Koordinaten eines Vektors

- i - ; .
a=a-g; . Die a nennt man die kontravarianten Komponenten oder Koordinaten des

Vektors d beziiglich einer Basis f_ji .

-

= i - : ; -
a=da; g . Die a; nennt man die kovarianten Komponenten oder Koordinaten des Vektors

-

G beziglich einer Basis g .

Den Zusammenhang der beiden Komponenten erhdlt man auf folgende Weise:

—_ —

- . !
a’-giza,.-g’ . Man multipliziert beide Seiten der Gleichung skalar mit § . Dies liefert:

| ok k Ci Tk
01-6.:ai-g-g . Aber die Skalarprodukte gl-g sind Eintrdge des Metriktensors

1
o ' S
(gl ) . Und damit erhdlt man mit Regel 1 auf der linken Seite der Gleichung a'-5f :a,»gl-gk :
k ik
a=a-g .

Analog ergibt sich der Zusammenhang zwischen den kovarianten Komponenten oder den

Koordinaten des Vektors d=d i gl :
i
G=ad Gy -

Damit erhdlt man, dass der Zusammenhang zwischen den Komponenten eines Vektors der gleiche
Zusammenhang ist wie zwischen den Basisvektoren des Vektors.

Die beiden Matrizen ( gij) und ( gu) sind die kovarianten und kontravarianten

: . : k _ i
Metriktensoren und invers zueinander: (- gJ =4 P

Ergebnis Umrechnung Ko nach Kontra | Umrechnung Kontra nach Ko
Basis e ij - - - j
g—9g -9g; dgi—3g;'9g
Komponenten k __ ik i
a =d;-g a,=a - g

14
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1.4 Das Transformationsverhalten kovarianter und kontravarianter
Vektoren

o . A= N :
Eine lineare Beziehung von Vektorbasen: §;=a;"-(; mit der einsteinschen Summenkonvention

geschrieben sei gegeben. Dann sind die al.J Eintrdge einer Matrix — die Transformationsmatrix

der kovarianten Basisvektoren. In der Gleichung Qi: al.J- g i in der i ein freier Index ist, sind

-

die aij fiir jede Wahl von i die kontravarianten Komponenten der neuen Basisvektoren (J;

bezogen auf die alte Basis g i Entsprechendes gilt fiir kontravariante Basisvektoren:

-

"k k k
g :bl g . bl ist die dabei die Transformationsmatrix der kontravarianten

-
- A

. . . r .. . k
Basisvektoren, mit der man aus den alten Basisvektoren ( die neuen Basisvektoren (
berechnen kann.

-
A

_ . J =
g,—=a;,g;

gk:b,k'gl

Multipliziert man skalar die linken und rechten Seiten der beiden Gleichungen so erhdlt man:

-
—_ A

gi'gk:aij'blk'gi'él , also  O;

1

k j k j k
S, = ai’-bj . Auf der rechten Seite steht das Produkt der beiden Matrizen ai’ und bj .

k j k l
:Clij°bl 6j mit dem Austausch der Indizes R1:

1
j k
Also sind die beiden Matrizen CII-J und bj invers zueinander. Damit erhdlt man das Ergebnis:

Die kovarianten Basis transformiert sich mit der inversen Matrix der kontravarianten Basis und
umgekehrt.

Das Transformationsverhalten der kontravarianten Koordinaten erhdlt man, wenn man einen
kovarianten Vektor X beziiglich der Ausgangsbasis und der transformierten Basis darstellt. Man
erhdlt die Gleichung:

X=ag,=ag,; bzw. a g;=ag, .

k
Diese Gleichung wird mit (  skalar multipliziert. Damit erhdlt man folgende Umformungen:

15
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—_ —_

Al 2 Tk io Tk oaiek_ = g k0 Ak ipko 1 ak_ ipkgl
a-g-g=a-grg ,ad =a-g:b g . a=ab gg . a=ab s .

: 0 s oo g Ak 0k . : :
Mit Indexaustausch ergibt dies schlieSlich d =da 'bi . Das Ergebnis zeigt also, dass sich die
kontravarianten Komponenten eines kovarianten Vektors genauso transformieren wie die
entsprechenden kontravarianten Basen. Umgekehrt erhdlt man ebenso die Transformation der
kovarianten Komponenten eines kontravarianten Vektors in zwei unterschiedlichen kontravarianten

Basen. Die kovarianten Komponenten eines kontravarianten Vektors transformieren sich genauso
wie die entsprechenden kontravarianten Basen.

k j i\—1
Die beiden Matrizen d i / und b ; invers zueinander: (bi / ) = (CI i J) .

Ergebnis Transformation der | Transformation der
Basis Komponenten
kovariant PO Ak _ i b k Kontravariante
g i— ai g j a=da i Komponenten
kontravariant X - A J Kovariante Komponenten
k_p kg | @4=apq
g =b-49

In der Linearen Algebra betrachtet man lineare Abbildungen ®: V — V. Sie haben die Eigenschaft,
einen Vektor =~ V=a'b, wie folgt abzubilden:  ®(V)=®(a'b,)=d' ®(b,) (einsteinsche
Summenkonvention). Der abgebildete Vektor ist i. A. nicht mit dem Ausgangsvektor identisch. Ist die
Abbildung @ eineindeutig, dann bilden die Vektoren {(IJ(bi)} eine neue Vektorraumbasis. Die
lineare Abbildung @ kann man auch als Transformationsabbildung zwischen den beiden

Vektorraumbasen ~|b| und |®(b;)| betrachten. Will man denselben Vektor v beziiglich der
neuen Basis {(D(b,-)} darstellen, so muss man die Komponenten a' des Vektors Vv mit der
inversen Abbildung abbilden. Denn dann gilt: (a')® 'o®(b,)=a"b,=v . Die neuen

Komponenten des Vektors v beziiglich der neuen Basis |®(b;)| sind also (a')® " . Ich habe

das Argument der Komponenten links von der Abbildung geschrieben, damit man die Beziehung
zwischen der Transformation der Vektorraumbasen und der Transformation der Komponenten
besser erkennt. Bei kontravarianten Vektorraumbasen haben wir schon gezeigt, dass @' die
Transformationsabbildung der Vektorraumbasen ist. Dann miissen sich die kovarianten
Komponenten mit @ transformieren, damit ein kontravarianter Vektor in beiden Basisdarstellungen
derselbe ist.

Beispiel 1: Vektor

Dadurch, dass das Transformationsverhalten von Basisvektoren und Komponenten gegenldufig ist,
dndert sich die vektorielle Grolse A nicht bei der Transformation von einer in eine andere Basis.
Die Rechnung dazu lautet:

A
- - . =
A

Sei AZAi-gi die Darstellung von A in der Basis §, und A=A'"-q, sei die Darstellung

desselben Vektors in der Basis gi . Dann gilt folgende Gleichungskette:

16
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A:Ai'gi:Ak‘bki’aijgi:Ak‘Sjk'gi:Aj'gi:A

Hier gilt die einsteinsche Summenkonventzon sodass die Gleichheit auch folgt, weil es dann keine

Rolle spielt, ob man iiber den Index i in A gl oder den Index j A gj in summiert.

Beispiel 2: Metriktensor

Berechnet man mit dem Metriktensor das Skalarprodukt zweier Vektoren d und b beziiglich
einer Basis §, , dann erhdlt man: d-b=g,-a"-b’=a b’ . Fiihrt man anschlieBend eine

Basistransformation aus, so ergibt das: a-b=a j-bJ . Aber beide Grolsen cfj und b’

transformieren sich mit inversen Transformationsmatrizen. Deshalb dndert sich das Skalarprodukt
nicht.

17
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1.5 Zusammenfassung

Man bestimmt zuerst die Transformationsmatrix T zwischen zwei kovarianten Vektorraumbasen B;
und Bz.

Man berechnet die kovarianten Metriktensoren g'; und g% beziiglich der kovarianten
Vektorraumbasen B; und Bs.

Man berechnet die inverse Matrix T' der Transformationsmatrix T zwischen den beiden
kovarianten Vektorraumbasen B; und Bs.

Man berechnet die inverse Matrizen g, und g," zu den kovarianten Metriktensoren g'; und g’;.

Die inverse Matrix T ist dann die Transformationsmatrix der kontravarianten Komponenten eines
Vektors beziiglich der kovarianten Vektorraumbasen B; und B,.

Die inverse Matrix T' ist aber auch die Transformationsmatrix der kontravarianten
Vektorraumbasen B' und B>.

Die inversen Matrizen g% und ¢, sind dann die Metriktensoren der kontravarianten
Vektorraumbasen B' und B>,

Mit der Matrix g, kann man die kovariante Vektorraumbasis B; in die kontravariante
Vektorraumbasis B' umrechnen.

Mit der Matrix g'; kann man die kontravariante Vektorraumbasis B' in die kovariante
Vektorraumbasis B; umrechnen.

Entsprechendes gilt fiir g;" und g%;.

Mit der Matrix g;" kann man die kovarianten Komponenten eines Vektors in der Vektorraumbasis B’
in die kontravarianten Komponenten des Vektors in der kovarianten Basis B; umrechnen.

Mit der Matrix g';j kann man die kontravarianten Komponenten eines Vektors in der kovarianten
Vektorraumbasis B; in die kovarianten Komponenten des Vektors in der kontravarianten

Vektorraumbasis B umrechnen.

Entsprechendes gilt fiir g." und g’;.
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1.6 Rechenbeispiel

Rechnung

Bedeutung

Blz{é.pé’z’é’a}

1. Vektorraumbasis: Orthonormalbasis

2. Vektorraumbasis

Basistransformationsmatrix

1 =1 0 Inverse Matrix zur Basistransformationsmatrix
T '(B,B,)=[0 1 -1
0O O 1
1 0 0 Metriktensor zur 1. Basis
01 0
0 0 1
1 0 O Inverser Metriktensor zur 1. Basis
01 0
0 0 1
1 1 1 Metriktensor zur 2. Vektorraumbasis
9i=9yg; © g;=|1 2 2
1 2 3
2 -1 0 Inverser Metriktensor zur 2. Vektorraumbasis
g={-1 2 -1
0o -1 1

Vektor F beziiglich der 1. Vektorraumbasis

Vektor S beziiglich der 1. Vektorraumbasis

-

Vektor F beziiglich der 2. Vektorraumbasis

Vektor S beziiglich der 2. Vektorraumbasis

Skalarprodukt in der 1. Vektorraumbasis

Skalarprodukt in der 2. Vektorraumbasis
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Kontravariante Basis zur 1. Vektorraumbasis

Rechnung Bedeutung
g'=2-G,—g Kontravariante Basis zur 2. Vektorraumbasis
= 1~ 9
g=-9g,+2g,—d;
9.%33
_ 1 2
=e —e
2 3
g=e—e
- —»3
0 0 Kontravariante Transformationsmatrix
1 0
-1 1

Inverse kontravariante Transformationsmatrix
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1.7 Die Tensoralgebra

Tensoren 1. Stufe beschreiben das Transformationsverhalten von kovarianten oder kontravarianten
Komponenten eines Vektors oder eines anderen Objektes. Wir bezeichnen die

Transformationsmatrix der kovarianten Komponenten mit d;” und die Transformationsmatrix

; ; i ;
kontravarianter Komponenten mit d j -Dann gilt:

Die beiden Transformationsmatrizen a;” und d j sindnach 1.5 invers zueinander.

Der Metriktensor  g;=(;*g; ist ein kovarianter Tensor 2. Stufe. Ebenso ist der Metriktensor

g gl : gJ ein kontravarianter Tensor 2. Stufe.
Gilt g;=a; g, und §;=a;"g, dann erhdlt man §;=g;'g;=a; g,a;" g, und

—~

m - - m

~ l
damit g;=a; *a; *g;'g,=4a; *a; g, . Das Transformationsverhalten des kovarianten

Metriktensors ist also kovariant.

Eine lineare Abbildung @: V — V eines n-dimensionalen Vektorraums V ist ein gemischter Tensor

: : : : : i
2. Stufe. Dies hatten wir schon bei den Transformationsmatrizen d l-J und d i gesehen.

Man kann Tensoren gleicher Art addieren und beliebige Tensoren multiplizieren. Einige Tensoren
sind symmetrisch oder antisymmetrisch. Der Metriktensor ist z. B. symmetrisch. Ist ein Tensor
symmetrisch gegentiber beliebiger Vertauschungen der Indizes, dann nennt man ihn vollstdndig
symmetrisch. Ein Metriktensor 2. Stufe ist also immer vollstindig symmetrisch. Die Symmetrie
schrdnkt die Unabhdngigkeit der Komponenten ein. Bei einem symmetrischen Tensor 2. Stufe und
einer Vektorraumdimension von 3 hat ein symmetrischer Tensor 2. Stufe genau 6 unabhdngig
wdhlbarer Komponenten. Antisymmetrisch ist ein Tensor, wenn bei einer Vertauschung beliebiger

Indexpaare die negative Komponente herauskommt. Bei zwei Indizes heilst das: a;=—a;
Dann steht in der Matrix, die den Tensor reprdsentiert in der Hauptdiagonalen 0, weil aus
a,=-—a,; folgt, das al.l:O ist.
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Vorldufige Definition eines Tensors:

Ein Tensor der Stufe p wird durch Komponenten beschrieben, die p-fach indiziert sind. Ist p =
r+s, dann konnen von den p Komponenten r kovariant und s kontravariant sein.

Mathematische Definition eines Tensors:

Anmerkung zur Definition: In 1.2 hatten wir schon den dualen Vektorraum V=L (V . |R)
angegeben.

Definition:®

Eine k-Multilinearform w ist in der Mathematik eine Funktion, die k Argumenten v € V; , i € { 1,
... , k } aus K-Vektorrédumen V; , ..., Vi einen Wert o ( v, ..., v ) in K zuordnet und in jeder
Komponente linear ist. Die Menge aller k-Multilinearformen ist ebenfalls ein Vektorraum und wird

mit Lk(leVZX,. .. ,XVk;K) bezeichnet. Er  wird mit dem Tensorprodukt
%k *k
V. ®...QV, identifiziert. Setzt man nun fiir einen Vektorraum V mit Dualraum V"
1 k
TZ(V,K): LHS(V*X,...,XV*,V,X...,XV;K) mit r Eintrdgen von V* und s Eintrdgen
von v, S0 kann man diesen Vektorraum mit dem Tensorprodukt

T;(V) =V®.9VeV'®..V" identifizieren: mit r Faktoren E und s Faktoren E”.

Elemente dieser Menge heilsen Tensoren, kontravariant der Stufe r und kovariant der Stufe s. Man
spricht von Tensoren vom Typ (r, s). Die Summe r+s heilSt Stufe oder Rang des Tensors.

8 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Tensor
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1.8 Basis des Tensorproduktes

Die Basis von T;(V):V®®V®V*®V* kann iiber die Basis {jl,,,jn}

—>1 —
und die Basis [g s gnJ wie folgt angegeben werden:

[gj.l®...®§ir®gfl®...®gfs|. e

[yeeeslpy Jisees jJo=1.on

x€T, (V)= D, drhge. ®gl®gh® ®ng

R T

1.9 Lineare Abbildungen als Tensorprodukt

Eine lineare Abbildung ®@: V — V eines n-dimensionalen Vektorraums V mit Basis {g"l, s ,g#n} ,

dann gilt fiir jeden Basisvektor g_j P

Also:

-

Die Matrix, die die lineare Abbildung ®: V — V beschreibt, kann also als Tensor aki°gk® g,

geschrieben werden und ist somit ein Element des Tensorprodukts VeV .
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1.10 Bilinearform

Ist V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber K mit Basis [gl, 5 gn} , dann bezeichnet man

eine lineare Abbildung von @D :V XV — K als Bilinearform, wenn sie in jeder Komponente
linear ist. Daraus folgt:

—w<l(zlak'§k,zlbj’§j):;z b wgk’g] kzzgkj gk’ )
- = —1 =1 —1 =1

Die Bilinearformen bilden einen Vektorraum, den man mit L(VXV ;K) bezeichnet. Aus der

. i ~h
Basis Lg |

von V" kann man dann die Basis von L(V XV ;K) wie folgt angeben:

_|1firi=kund j=I
0 sonst

Man nennt dzesen Vektorraum auch das Tensorprodukt V*®V™ und schreibt fir die

-

Basisvektoren [g g ] g '® g . Dann entspricht jeder Bilinearform w von oben eineindeutig

ein Vektor im Tensorprodukt V*® V™ . Hat man gij ) (gk s §J> , dann ist der Vektor im
Tensorprodukt, der der bilinearen Abbildung w entspricht, durch folgenden Ausdruck:

»o »o
— I J ( )
©=), g;g'®g'ET,(V
I, ]J
gegeben.
Die Koeffizienten gij:w(g"k,g"j) sind ebenfalls die Eintrdge einer Matrix, die die

Bilinearform wie folgt beschreibt:

du - - - G b'
w(a’,l;):(aly...,an)- G - - - Gl
gnl ° * : gnn b“
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so ist die Bilinearform ein Skalarprodukt. Hat mein ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum V, so
kann man Léngen von Vektoren und Winkel zwischen Vektoren definieren:

L=Vw(X,X)

cos(X,y)=

Reprdsentieren die Vektoren die Ortsvektoren beziiglich eines Koordinatensystems S mit Basis
|g 155> g n

definieren, die durch die Ortsvektoren A und B reprdsentiert werden:

, So kann man ebenfalls einen Abstand zwischen den zwei Punkten A und B

d(A,B):\/w(},R') , mit X’:B—A . Damit wird der Vektorraum V zu einem

metrischen Raum.

Damit man sofort sieht, dass es sich bei der Bilinearform um ein Skalarprodukt handelt, schreibt
man: @ (5<’,5’/):<},31> oder einfach: @ (SE,}'/):SEXI .

Die Matrix von oben lautet dann mit:
w(Qi’ gj):<gi’gj>:gi'gj:gij :

Achtung: Das Skalarprodukt in der Physik ist nicht positiv definit. Man bezeichnet dies als
Pseudometrik. Ich werde aber keinen Unterschied zwischen den beiden Metriken machen.
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1.11 Tensorverjiingung

[ -1
Eine Tensorverjiingung ist eine Abbildung Dkl TZ(V) - T£—1 (V) mit der Eigenschaft
auf den Basisvektoren:

D,(§,®..87,9.. ®gr®g® ®g® =Y, S T

9'(4.)-,®..847 ,8g;,®..87,89'...6¢" '8¢ '®..0¢"
, wobei die ;’(Q’k) =0, nur den Beitrag 1 fiir k=1 liefern.

Lineare und multilineare Abbildungen werden in der Mathematik oft dadurch beschrieben, welche
Vektoren die Abbildungen den Basisvektoren zuordnet. Wendet man die Tensorverjiingung auf den
Tensor der linearen Abbildung @: V — V an, so erhdlt man:

D:T{(V)>To(V)=R mit

Di(aki°gk®gi):aki'gk(§i>:

Es handelt sich hierbei um die Spur der Matrix oder der linearen Abbildung, die durch die Matrix
gegeben ist.

Der Ausdruck D; : T; ( V) - T(z) ( V) ergibt:

D,(d' gl®g ®g ®g) a'j: g (g)g ®g
Di(d -G89 ®g'®g)=a, ¢'8g":a,=d,
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Zusammenfassung:

Wie die Beispiele zeigen, ist ein Tensor eindeutig durch die Angabe der Komponenten festgelegt.
Dazu ist es wichtig, dass die Indizes der Komponenten eine gewisse Anordnung haben. So ist z. B.

der Index al-jk etwas anderes als akij . Die erste Komponente gehort zum Basisvektor
g'®gj®§k und die zweite Komponente zum Basisvektor §k®gl® g’ . Bei der Definition
der Tensoren hat man dieses Problem umgangen, weil die Vektorrdume und die korrespondierenden
dualen Vektorrdume entsprechend angeordnet wurden. Wichtig ist, dass bei der gewdhlten
Schreibweise der Komponenten die entsprechenden Basisvektoren im Tensorprodukt nicht mehr
anzugeben sind, weil dies durch die Schreibweise schon festgelegt ist. Deshalb verzichtet man in der
Tensorrechnung darauf. Damit ist man wieder bei der vorldufigen Definition angelangt, der die
mathematische Definition zugrunde liegt.
In der jetzigen Version des Skriptes hat man drei Regeln der Tensorrechnung benutzt, die hier noch

einmal zusammengefasst sind:

j k k
R1: Austausch der Indizes: X ) E =X mit dem Summationsindex j und den freien Index k.

Analog dazu hat man im dualen Fall: ~ X ;- 5,(] =X, .

R2: Tensorverjiingung: Indem man einen kovarianten und kontravarianten Index gleichsetzt, erhdlt

. . . 1 —
man einen Tensor zwei Stufen weniger: d; ;=0

R3: Indexshift mittels Metriktensor: = g” "a; oder ;= gij-aj

27



Relativitatstheorie V1.2 bearbeitete Version

1.12 Pseudotensor: Der kovariante Epsilontensor im dreidimensionalen
Raum

Der Vektorraum V sei dreidimensional. Dann kann man folgende indizierte GréBe definieren;
Eijk:\/g' E(i’j: k)

Dabei ist g die positive Wurzel aus der Determinante des kovarianten Metriktensors. Der zweite
Faktor ist das Vorzeichen der Permutation von {1; 2; 3}. Ist die Permutation gerade, dann ist das
Vorzeichen positiv und sonst negativ. Gerade und ungerade Permutation von drei Dingen kann man
sich wie folgt verdeutlichen:

Wird von irgendeinem Punkt das Dreieck im Uhrzeigersinn durchlaufen, so erhdlt man eine gerade
Permutation. (B; C; A) ist eine gerade Permutation. Wird das Dreieck von irgend einem Punkt
gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen, so erhdlt man eine ungerade Permutation. (A; C; B) ist eine
ungerade Permutation.

Sind zwei Indizes der i, j, k gleich, dann ist E(i,j, k) gleich 0. Damit ist der Epsilontensor

eindeutig definiert, wenn das Transformationsverhalten stimmt. Der kontravariante Epsilontensor
ergibt sich dann zu

ik 1 ..
€=—-€i,j, k)
Vg
Wegen der Definition der G(i ,j,k ) hat der Epsilontensor genau 6 von 0 verschiedenen

— k 1
Komponenten. Der Metriktensor transformiert sich g;=4a; a; gy mit der entsprechenden

k
Transformationsmatrix d; . Nach dem Produktsatz fiir Determinanten gilt:

det(g_ij)Zdet(a_ik)-det( ')-det(g,)=det(a,")*det(g,) bow.

a;
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g=det(a,")*-g bow
|det | \/>

Der Betrag einer Zahl ist das Produkt der Zahl mit dem Vorzeichen der Zahl:
Vg=sign(det(a,*))-det(a,*)Vg

Die Determinante der Transformationsmatrix ist ungleich 0, weil die Transformationsmatrix eine
inverse Matrix hat. Als Beispiel soll €, berechnet werden, um das Ergebnis im ndchsten Schritt

zu verallgemeinern.
&n=\G=sign(det (a,"))-det(a,")-g=sign(det(a,"))g-a,"a,"a;" (I, m,n)

, wobei liber I, m, n summiert wird. Die Summe hat keinen Summanden, in denen zwei Indizes gleich
sind, weil dann E( [ ,m, n) 0 ist. Es kommen nur die Permutationen von {1; 2; 3} vor. Damit
erhdlt man:

1
6123—\/9 51gn(det( )) a, a,” a_3 €123 -

. - l m n . . .
Allgemein also: Uk—vg—SIgn(det( )) ‘a; ~a; -4, - € . Das ist bis auf ein
Vorzeichen das Transformationsverhalten eines kovarlanten Tensors 3. Stufe. Einen Tensor, der sich
bis auf ein Vorzeichen wie ein Tensor transformiert, nennt man Pseudotensor. Bei einer
Determinante grofser 0 ist das Transformationsverhalten wie ein Tensor. Bei einer Determinanten

kleiner 0 ist das Verhalten nicht wie ein Tensor, weil die Transformationsdeterminante ein negatives
Vorzeichen hat. Transformationen, bei denen die Determinante negativ ist, sind Raumspiegelungen.

Ist A' ein kovarianter Pseudotensor 1. Stufe, dann transformiert er sich laut Definition mit:
A,=sign(det(a,’))a,’ A,

-1 0 O

Betrachtet man die Spiegelungstransformation a; =l 0 =1 0 | mit
0 0 -1

det(aij)z—l so erhdlt man die Raumspiegelung, die die Richtungen der Basisvektoren

umkehrt. Die Komponenten eines kovarianten Vektors dndern sich dann durch die Transformation
nicht. Der Vektor wird dadurch bei einer Raumspiegelung ebenfalls seine Richtung umkehren. Bei
einem richtigen Tensor wiirde nach der Transformation der Vektor sich nicht dndern. Physikalisches
Beispiel dafiir ist der Winkelgeschwindigkeitsvektor. Er ist parallel zur Drehachse und heilst deshalb
auch Axialvektor. Er dndert seine Richtung, wenn man eine Basistransformation derart durchfiihrt,
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dass es sich um eine Raumspiegelung handelt. Polare Vektoren wie z. B. Ortsvektoren oder
Geschwindigkeitsvektoren sind normale Vektoren, die ihre Orientierung bei einer Transformation
nicht verdndern.
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1.13 Das Vektorprodukt

Uber den Epsilontensor kann man das vektorielle Produkt zweier Vektoren in einem
dreidimensionalen Vektorraum wie folgt definieren:

(axg)iijk-aj-bk .

Dabei ist (Zz>< b)i die i-te kovariante Komponente des Produktvektors. Die Vektoren d und

b werden beziiglich einer kovarianter Basis mit kontravarianten Komponenten dargestellt. Der
Vorteil dieser Definition ist, dass sie sich auf beliebige Vektorraumbasen bezieht und nicht nur auf
eine orthonormierte Basis. Im anderen Fall ergibt sich:

(ZzXB)i:eUk-aj-bk .

Sind beide Vektoren im Vektorprodukt polar, so ist das vektorielle Produkt beider Vektoren ein

axialer Vektor. Ein Beispiel dafiir ist der Drehimpulsvektor L= FXf) . Ist dagegen einer der
beiden Vektoren ein axialer Vektor und der andere ein polarer Vektor, dann ist das vektorielle
Produkt ein polarer Vektor. Ein Beispiel ddfiir ist der Geschwindigkeitsvektor einer Kreisbewegung

V=wXT
Hat man eine Orthonormalbasis, dann ist g — die Determinante des Metriktensors — gleich 1. Der
.. ijk -
Epsilontensor ist also: €= 6(1 s ) k) oder € = E(l > s k) . Damit ergibt sich fiir das
vektorielle Produkt:

(Gxb).=d-b“€li, ] k)
(axb),=a*b*—a’-b*
(Gxb),=a>-b'—a"-b’
(Gxb);=a"-b’—a’b'

S

Beziiglich jeglicher Basis kann man das Skalarprodukt des Vektors (?1>< b) mit d und
berechnen. Man erhdlt dann:

— — — . . k
d-(axb)=a"¢,-a’-b" .
k
Wenn man k nicht verdndert, hat man zwei Summanden, in denen man b~ ausklammern kann:

(al-aj—af-al)-b . Da das Skalarprodukt symmetrisch ist, gilt aber a-a’=a’-a' und
damit verschwinden alle Summanden im Skalarprodukt. Das liefert:

6'(Z1><B):0 , also ZU.(HXB) .
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-

Dasselbe gilt fir b : B'(aXB):O , also BL(&XE) :

Das vektorielle Produkt steht senkrecht auf beiden Faktoren.

.
Allgemein gilt, wenn A’ ein antisymmetrischer Tensor ist und Sij ein symmetrischer

Tensor ist, dann ist AU'SU mit der einsteinschen Summenkonvention 0.
Fiir die Linge von d X b erhlt man:
@ b|=[d|-|b|-sin &

, wobei (X der eingeschlossene Winkel zwischen den beiden Vektoren d und b ist.

Herleitung:
axE(@xB)(axB)  epdm=8l0"—5" 8 =
[GxB = €4a;-b, €Ma-b" laxBl = (6)-0,"=0"-0,)a-b"-a;-b,=

[axB[ = R (@xB)'=d-b™ab,—d'b"a,b,

(@xB) =[al[B]'— (-5 =
|<a><_l5)‘2:|21’|2-|5|2-(1—cos2 a)=
(@xb)f =lalBf*-sin &
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Beispiele:

-

F=E+q ( VXB ) . Mit der elektrischen Feldstirke E und der magnetischen Flussdichte

B und der Lorentzkraft F . Dabei sind E , F und % polare Vektoren. Also muss die
magnetische Flussdichte ein axialer Vektor sein.

Das Vektorprodukt ist antikommutativ.

(Exa)i: Eijkbj a*
(Bxa)i: Ciji a‘b’
(Bxa)i:_ eikjakb]
(bxa),=—(axb)
Weitere Vektorprodukte:
(Gxb)-(¢xd)=(dxb)(¢xd)
(Gxb)-(¢xd)=¢;a'b*"c,d,
(axb)-(¢xd)=¢; €™a'b"c,d,
axb)-(txd)=(8/-6"-5"8)a’b"c,d,
i N J J
(axb)-(¢xd)=a'b"c,d
(Gxb)-(¢xd)=(a-¢)-(b-d)
X :% ijk i

Ql
X
S
(@Y
|
™
Q&.
S
r
M.,
3
(@)

X
I
M
=
m’;
=
Q =
Sy
-
9]

X
AL AL A AL O
[

Ql Ql ol ol al
X
S oY O S O

~ M~ O~ "
. . .

X
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Kapitel II: Differenzialrechnung und Integralrechnung

2.1 Vektorfelder

Als Beispiel dient ein Geschwindigkeitsfeld in einer Stromung. Der Geschwindigkeitsvektor dndert
sich mit dem Ort. Das Koordinatensystem, das bei den Uberlequngen zugrunde liegt, soll immer
durch eine orthonormale Vektorraumbasis gegeben sein. Das bedeutet auch, dass sich das
Koordinatensystem nicht dndert, wenn man den Geschwindigkeitsvektor an einem bestimmten Ort
betrachtet. Der Geschwindigkeitsvektor bezieht sich immer auf dasselbe Koordinatensystem. Das
Koordinatensystem hdngt nicht vom Ort ab. Der Geschwindigkeitsvektor beschreibt ein Vektorfeld

-

v=V(7) . Ein anderes Beispiel ist die Feldstirke im elektrischen Feld.

Ein skalares Feld ist ein ortsabhdngiger Skalar. Zum Beispiel die Temperatur oder der Luftdruck.
Dort, wo der Skalar konstant ist, erhdlt man die Niveaufldchen. A=A(F) .

Das Wegintegral iiber ein Vektorfeld ist wie folgt definiert: f V-dT . Dabei ist ¢ eine Kurve

Cc

und V' das ortsabhingige Vektorfeld und d T ein Kleines Stiick des Tangentialvektors entlang
der Kurve im Punkt P, der durch den Ortsvektor T gegeben ist. Als Beispiel kann man die Arbeit
entlang eines Weges in einem Kraftfeld nehmen.

Das Oberflichenintegral

Man betrachten den Fluss von Stromungsgeschwindigkeitsvektoren durch eine Querschnittsfldiche
F. Man will wissen, wie grol$ die Menge an Fliissigkeit ist, die durch eine Querschnittsfldche strémt.

Die Fliche unterteilt man deshalb in kleine Flichenelemente df . df steht senkrecht auf
dem Fldchenelement und seine Léinge entspricht der Griolse des Fldchenelementes. Innerhalb des
Fldchenelementes kann der Geschwindigkeitsvektor als konstant angesehen werden. Multipliziert
man dann das Fldchenelement mit dem Geschwindigkeitsvektor, dann erhdlt man das Volumen der
Fliissigkeit, die pro Zeiteinheit durch das Fldchenelement stromt. Das Volumen an Fliissigkeit, das

durch die gesamte Fldche stromt, ist dann: ‘”‘ V-d f . Dies ist die Menge der Fliissigkeit, die
A

pro Zeiteinheit durch die gesamte Querschnittsfldche stromt. Man nennt diese Grolle den Fluss

eines Vektorfeldes.

Das Volumenintegral

Will man die Masse eines Korpers berechnen, der unterschiedliche Massendichten hat, dann liefert
das die Beziehung: ffj‘ ,0(7:)'61 V . Die Massendichte ,0(7:) ist ein skalares Feld und
14

dV das Volumenelement.
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2.2 Differenzialoperatoren in kartesischen Koordinaten oder im
Euklidischen Raum

Wiederum beziehen sich die Definitionen auf eine Orthonormalbasis und kartesische
Koordinaten in einem dreidimensionalen Vektorraum.

Der Gradient macht aus einem skalaren Feld /1(X1 » Xy X3) ein Vektorfeld:

© _(OA OA 0OA
Vu)_(axl’axz’&xS)

bzw.

grad (A)Z@(ﬂ)

bzw. nur als Operator geschrieben:

V=(6 0 6)'

Der Laplace-Operator ist:

Die Divergenz macht aus einem Vektorfeld V=(v,(x,,X,,X;), Vy(X,,X,,X5),V5(X,,X,,x5)) ein
skalares Feld:

divvzavl av2+av3
0x, 0X, OX,

bzw.

i divv=V.-V

Die Rotation eines Vektorfeldes V' macht aus einem Vektorfeld wieder ein Vektorfeld:

0V,
rotV= Eyka
]

bzw.
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rotVv=V xV

Zur Berechnung der Rotation kann man auch folgendes Schema benutzen:

0 v,

O X, ovy, dv,
0 v, dx, 0x;
K

_0_ v,

0X; ov, 0v,
_0_ N v, 0X3 00X
0x,

3 /\ [v

axz ab’l f’h—’l
_0_ v, dx, 0x;
0 X;

Setzt man fiir v den Differenzialoperator fiir den Gradienten ein, so erhdlt man: rotograd=0 .
Dies liegt daran, dass die partiellen Ableitungen symmetrisch sind.

Eigenschaften:
(CI) -> -> ->
div(AV)=V (A)-V+A-div(V)
. O(A o(A- o(A-
diV(ﬂV): ( VI)+ ( VZ)+ ( V3> . Mit der Produktregel erhdlt man das
0X, 0X, 0X,
Ergebnis:
(b)

rotorot=grad o div— A
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Man nutzt bei der Herleitung aus, dass bei einer orthonormalen Vektorraumbasis die kovarianten
und kontravarianten GréBen gleich sind und das bei geraden Permutationen sich der Epsilontensor

nicht dndert.

37

rot(rot V)= e € V (rot V),

rot(rot V)= € €V i €m VY1V
rot(rot V ),.= € €4 V, Vv

rot (rot \7)1 Exim Vj Vv,
rot(rot\_})l:( 81 0m—0m0,)V,;V, v,
rot(rot V)=V, Vv,-V,V,v,
rot(rot V)=V,V v,—V,V,v,
rot(rot V).=V.divV —(AV),

rot (rot V ).=grad (divV),— (A V),
rot (rot V)=grad (divV )—AV
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2.3 Das Wegintegral

Wenn das Vektorfeld ein Gradientenfeld ist und P; der Anfangspunkt und P, der Endpunkt einer

Kurve c sind, dann erhdlt man:

V=grad(A): [ V-d7=A(P,)—A(P,) .

Das skalare Feld A nennt man auch skalares Potenzial. Dies gilt nicht fiir alle Vektorfelder. In
der Physik ist dieses Wegintegral als potenzielle Energie bekannt. Insbesondere ist das Wegintegral
liber eine geschlossene Kurve gleich 0. Die Arbeit liber eine geschlossene Kurve ist O bedeutet, dass

man konservative Krdifte hat.
$V-dr=0
C

Betrachtet man ein kleines Kurvenstiick, wo sich der Gradient kaum dndert, so erhdlt man:

[ V-d7={ grad(A)dF=grad(A)-dF

c

Der Tangenteneinheitsvektor €, ist dann parallel zum kleinen Kurvenstick ¢=dT
dr Zé} dr , wobei dr die Linge des kleinen Kurvenstiicks c ist. Damit erhdlt man:

fgrad(i)-d'r':grad(ﬂ,)-é}dr oder
1 g _
C?fgrad(i)-dr—grad(l)-et oder

A(Pz)_A(PJ
dr

=grad(2)-€¢,=|grad (A)|-cos &

oder

Damit ist das Skalarprodukt auf der rechten Seite der Gleichung gleich der Anderung des
Potenzials A pro Lingeneinheit. Die Anderung des Potenzials wird maximal sein, wenn der
Einheitstangentenvektor und der Gradient parallel sind, d. h. das kleine Kurvenstiick verlduft in
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Richtung des Gradienten. Steht der Gradient senkrecht auf den Tangenteneinheitsvektor, dann ist
die Anderung von A 0. Da sich das Potenzial A auf einer Niveaufldche nicht dndert, wird der
Gradient senkrecht auf der Niveaufldche stehen. So steht der Gradient z. B. in jedem Punkt einer
Kugeloberfldche senkrecht auf der Tangentialebene in diesem Punkt, wenn man als Skalarfeld das
Gravitationspotenzial nimmt.

Kann man ein kleines Kurvenstiick so wdhlen, dass der Tangenteneinheitsvektor parallel zum
Gradienten liegt, das kleine Kurvenstiick also in Richtung des Gradienten zeigt, dann hat man als
maximale Anderung:

|/1(P2)_A(P1)
dr

=lgrad )

Der Gradient eines Skalarfeldes zeigt also immer in die Richtung der maximalen Anderung des
Skalarfeldes.

Die maximale Anderung, Marsmission, Bild: NASA, gemeinfrei
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2.4 Das Oberfldchenintegral
-> -> -> -> - -
V=rot(A):ﬂ V~df=§ A-ds
A 0A
A nennt man ein Vektorpotenzial. Das Vektorpotenzial ist nur dreidimensional definiert. Das

skalare Potenzial ist eindimensional. Ist die Fldche geschlossen, hat also keinen Rand, so wie bei
der Kugeloberfldche, dann gilt:

V=rot(2):§ﬁ V-d?=0

Die Rotation eines Wirbelsturms, Bild: NASA, gemeinfrei

Auch hier betrachtet man eine kleine Fldche Af , bei der sich die Rotation und das
Vektorpotenzial nicht dndert. Dann gilt mit dem Normalen-Flicheneinheitsvektor 1 , der

senkrecht auf Af steht: df:Af-ﬁ . Damit erhdlt man fiir das kleine Fldchenstiick die

Ndherung: rot;\-'ﬁ-Afzgﬁ A-d3 oder rot;i-ﬁ:igﬁ A-dS . Das Integral gﬁ?&d’s’

Af

OAf OAf OAf

nennt man die Zirkulation eines Vektorfeldes. Betrachtet man ein Geschwindigkeitsfeld entlang
eines kleinen Kreises bei einer Kreisbewegung, dann sind ds und A parallel, und das Integral
wird einen Wert gréler 0 haben, wenn man die Fldche so legt, dass die Kreisbewegung in der
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Aif gﬁ A-d3 entspricht dann der Wirbeldichte, bezogen auf ein
OAf

kleines Fldchenelement Af . Die Zirkulation und die Wirbeldichte wird dann maximal werden,
wenn rotA und @ parallel liegen, wenn man also eine Fldche um das Vektorfeld A so legen
kann, dass rotA senkrecht auf der Fliche Af stehen. Damit hat man folgende anschauliche
Vorstellung von rotA : Der Vektor rotA steht senkrecht auf der Fldche der maximalen
Zirkulation. Ist n senkrecht auf der Fldche der maximalen Zirkulation, dann ist \rot 7\\ die

maximale Wirbeldichte. So ist z. B. rotB ein Vektor, der senkrecht auf dem magnetischen
Feldwirbel steht.

Fliche stattfindet. rot A-fi=
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2.5 Das Volumenintegral

f{ div(V)dv=

Fiir kleine Volumen gilt: J:” diV(V)dVZdiV(V)-AVfo Vdf und damit analog zu
AV dAv

V-df
oV

oben: CliV(\7)=L fJ' Vdf . Man erhdlt somit die Quelldichte eines Vektorfeldes bezogen
OAv
auf die Oberfldche eines Volumenelements. Ist die Quelldichte 0 bezogen auf eine geschlossene

Oberfldche, dann ist das Vektorfeld 1 frei von Quellen, die das Vektorfeld erzeugen. Bei
Punktladungen oder dem Gravitationsfeld quellen die Feldvektoren zentral nach aulen und man

erhdlt beim elektrischen Feld als Quelldichte: div EZ%O-,O . Das Magnetfeld hat keine Quellen im
Gegensatz zum elektrischen Feld. Es gibt keine magnetischen Monopole, d. h.:  divB=0 .

Die Divergenz des Universums — der Urknall, Bild: NASA, gemeinfrei
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2.6 Beispiele und Bedingungen fiir Potenziale

Die Uberlegungen gelten fiir kartesische Koordinatensysteme. Eine Verallgemeinerung auf
krummlinige Koordinaten ist ebenfalls méglich und wird spciter besprochen, um in diesem Fall die
Differenzialoperatoren anzuwenden.

Beispiel 1:

T=A—D-x, sei ein Temperaturfeld. Die Temperatur nimmt linear mit der Hbhe x; ab. Die
Proportionalitdtskonstante ist D. Die Hohe hat einen bestimmten Definitionsbereich.

0
grad(T)=| 0 | . Der Gradient zeigt entgegen zur xs-Achse. Der Gradient zeigt in Richtung der

-D
stiirksten Anderung der Temperatur, in Richtung zunehmender Temperatur.

Beispiel: Festkorperrotation

f/=rot(ﬁ):ﬂ' V°d7=§ A-d3

0A

Die Drehachse eines zylindrischen Festkorpers sei die xs-Achse. d sei der Abstandsvektor eines
Punktes in dem Zylinder zur Drehachse. Der Distanzvektor steht also senkrecht zur Drehachse. Der
Geschwindigkeitsvektor steht senkrecht zum Abstandsvektor. Man macht folgenden Ansatz fiir den
Geschwindigkeitsvektor:

—D-x, X,
v= D-x,| .Der Abstandsvektor hat folgende Koordinaten: d= X,| . Damit verschwindet das
0 0
Skalarprodukt v-d=0 . Die Ldnge des Distanzvektors ist: |Eﬂ=\/xi+x§ und |V|:D-|Zﬂ . Die
9vs_0v,
0x, OX,
ov, Ov s
Rotation ist: rot(v)=|=—L—-—23|=| 0
9x; 0x| |o.p
v, _ovs
ox, O0x,
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Damit gilt: ﬂ rot(V)-d f 2 Dﬂ df , weil der Fldchenvektor parallel zum Rotationsvektor

verlduft. Die FlacheA ist die Krelsﬂache mit Radius ‘3| . Damit erhdlt man:
j" rot(V')-d f = 2Dﬂdf 2.D-zldl .

Der Rotationsvektor zeigt in Rlchtung der Rotatlonsachse. Senkrecht dazu ist die Fldche der
maximalen Zirkulation. Die Zirkulation ist: giv-d S . Beide Vektoren im Skalarprodukt des
Integrals sind parallel. Also ist das Skalarprodukt [V|-ds und damit wird das Integral:

gﬁi/’-d §=|V|~<ﬁ ds=2-7r-‘a|-D|3‘:2-D-7r-|_(§|2 . Links steht die Zirkulation und rechts steht die
Kreisfldche multipliziert mit der Wirbeldichte. Der Rotationsvektor zeigt in Richtung der
Rotationsachse und sein Betrag ist die maximale Wirbeldichte pro Fldcheneinheit.

Beispiel: Allseitige elastische Ausdehnung
. -> - ->
ff div(V)dv= # V-df
\'’ ov

Man betrachtet ein Gas, das sich von einem Punkt aus in jede Richtung immer schneller ausdehnt.
Fiir jeden Ortsvektor gibt es einen parallelen Geschwindigkeitsvektor, der radial zunimmt:
v=D-F . Damit gilt fiir die Divergenz: divv=3-D und man erhdlt:

[ div3Ddv=4-D 71’
\'4

Der Fluss durch die Oberfldche der Kugel ist #V-d?zgﬁ D-F-df . Aber 7 und df
oV ov

stehen senkrecht aufeinander. Also ergibt sich:

D-[f|-§ df =4-D- -1
ov

Die Integralsdtze gelten nicht fiir allgemeine Vektorfelder. Was sind die Bedingungen dafiir, dass
man die Integralsdtze anwenden kann, d. h.:

< <
[l
Q
=
Q
Q
\_/é_’/

I
3
=}
N

Es gilt:

roto grad =0
diverot=0

Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen der Differenzialoperatoren. Das bedeutet:
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V=grad(A)=rot(V)=0

V=rot(A)=>divV=0
Die umgekehrte Richtung der Folgerungen gelten nur unter folgenden Bedingungen an den
Definitionsbereich der Vektorfelder:
Je zwei Elemente aus dem Definitionsbereich konnen mit einem Weg verbunden werden, dann nennt
man den Definitionsbereich 0-zusammenhdngend. Ausgenommen sind hier Definitionsbereiche, die
die Vereinigung disjunkter Mengen sind.

Jeder geschlossene Weg im Definitionsbereich kann auf einen Punkt zusammengezogen werden,
dann nennt man den Definitionsbereich 1-zusammenhdngend. Ausgeschlossen sind hier Fldchen,
die Locher haben.

Kann man jede geschlossene Fldche vom Geschlecht 1 im Definitionsbereich auf einen Punkt
zusammenziehen, dann nennt man den Definitionsbereich 2-zusammenhdngend. Ausgenommen sind
hier Volumen, die ein dreidimensionales Loch haben.

Fldchen vom Geschlecht 1 sind homéomorph zu Sphdren, man bendtigt einen Schnitt, um sie zu
zerlegen. Ein Torus ist eine Fldche vom Geschlecht 2. Man braucht zwei Schnitte, um sie zu
zerlegen.

Man erhdilt dann folgende Aquivalenzen:

V= grad(A)erot (V) =0 gilt auf einem 1-zusammenhdngenden Definitionsbereich.

V=rot (Z\)@div V=0 gilt fiir einen 2-zusammenhdngenden Definitionsbereich.

Beispiel: Das Magnetfeld eines stromdurchflossenen Leiters:

Der Leiter sei reprdsentiert durch die xs-Koordinatenlinie. Der Leiter ist also unendlich lang.

B=Q . i - naten B——C% o CX -
B|== . Mit den kartesischen Koordinaten B,=—— , B,=—— und B;=0 gilt
7| X;+X, X]+X,

rotB=0 . Bei den Magnetfeldern kann man aber B nicht als Gradient eines skalaren
Potenzials darstellen. Dies liegt am Definitionsbereich, weil der Leiter den Definitionsbereich
unzusammenhdngend macht.
Ein weiteres Beispiel ist das elektrische Feld um eine Punktladung: |]§‘=|€—|2 . Mit kartesischen
r
. C'Xi . . .
Koordinaten: E,=———— . Das elektrische Feld ist parallel zum Ortsvektor. Man erhdlt als
2, .2, 2\2
(x7+x3+ ;)
Divergenz fiir das elektrische Feld: div E=0 . Der Definitionsbereich des elektrischen Feldes ist
nicht 1-zusammenhdngend, weil der Punkt, in dem die Ladung sitzt, nicht zum Definitionsbereich

gehort. Deshalb gibt es auch kein Vektorpotenzial A, fiir das E=rotA gilt.
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Kapitel 1ll: Krummlinige Koordinaten

3.1 Kurven und Hyperfldchen

Differenzierbare Mannigfaltigkeiten sind in der Mathematik ein Oberbegriff fiir Kurven, Fldchen
und andere geometrische Objekte, die — aus der Sicht der Analysis — lokal aussehen wie ein
euklidischer Raum. Im Unterschied zu topologischen Mannigfaltigkeiten ist es auf differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten ~moglich, iiber Ableitungen und verwandte Konzepte zu sprechen.
Differenzierbare Mannigfaltigkeiten sind Hauptgegenstand der Differenzialgeometrie und der
Differenzialtopologie. Sie spielen auch eine zentrale Rolle in der theoretischen Physik, insbesondere
in der klassischen Mechanik bei Systemen, die Zwangsbedingungen unterliegen, sowie bei der
Beschreibung der Raumzeit in der allgemeinen Relativitdtstheorie.

Es gibt zwei Herangehensweisen an differenzierbare Mannigfaltigkeiten: einerseits als Teilmengen
eines hoéherdimensionalen euklidischen Raumes, die entweder durch Gleichungen oder durch
Parametrisierungen beschrieben sind, und andererseits als abstrakte Mannigfaltigkeiten, deren
differenzierbare Struktur durch einen Atlas gegeben ist. Die Aquivalenz der beiden Sichtweisen wird
durch den Einbettungssatz von Whitney sichergestellt.

Definition:* M sei ein topologischer Raum. Eine Karte ist ein Paar (U; ®) bestehend aus einer in
M offenen Teilmenge U und einem Homéomorphismus @ :U => @ ( U ) clR" .

Ein Atlas von M ist eine Familie (Ui,' (Pi )iel von Karten, sodass die Vereinigung aller offenen
Teilmengen Ul. die Menge M ergibt.

Zwei Karten (Ul- 5 (Dl-) und (U is 0} j) heilsen C“-kompatibel, wenn

D, o (Dj_l 1D ( U,N Uj) >, ( U.N Uj) ein C*-Diffeomorphismus (stetig bijektive k-mal
differenzierbare Abbildung) ist.

Ein Atlas heilSt C*-differenzierbarer Atlas, wenn alle Kartenpaare des Atlas C*-kompatibel sind.
Zwei C'-differenzierbare Atlanten sind dquivalent, wenn alle ihre Karten miteinander C*-
kompatibel sind. Diese Aquivalenzklasse von Atlanten beziiglich dieser Aquivalenzrelation wird C*-
differenzierbare Struktur der Mannigfaltigkeit genannt. Ist k = o, so spricht man auch von einer
glatten Struktur.

Eine k-mal differenzierbare Mannigfaltigkeit ist ein topologischer Hausdorffraum, der das zweite
Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, zusammen mit einer C*-differenzierbaren Struktur. Die differenzierbare
Mannigfaltigkeit hat die Dimension n, wenn eine Karte und damit alle Karten in eine Teilmenge des

IR" abbilden.

Hauptpunkt der Definition sind die Karten. Dadurch ist es moglich, die Mannigfaltigkeit lokal

durch eine Koordinatenmenge (Teilmenge des R" ) zu beschreiben. Man nennt dies die lokalen
Koordinaten.

9 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Mannigfaltigkeit
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3
Der Euklidische Raum IR™ ist eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit. Er ldsst sich lokal auch
durch andere als die kartesischen Koordinaten beschreiben. Die folgenden Beispiele zeigen, wie

3
man die Punkte im IR” auch mit Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten beschreiben kann.

Beispiel 1: Kugelkoordinaten

Quelle: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/6/69/Kugelkoord-def.svg/300px-
Kugelkoord-def.svg.png

1 .

X =r-sinf-cos > 1 > 2 5 N

5 . 0.i ¢ p=x e, +Xx -ez+x3-e3

X =r-sinf-sinp - N ) ) . .
P=r-sinf-cos @-e,+r-sinB-sin @-e,+r-cosf-e

x’=r-cosf P e 9 e 3

Links stehen die Kartentransformationen von Kugelkoordinaten in kartesische Koordinaten. Da der
Euklidische Raum ebenfalls ein Vektorraum ist, stehen neben den kartesischen Koordinaten die
entsprechenden Ortsvektoren. Bei den Ortsvektoren sind die Symbole x',x°, x> die Komponenten
des Vektors. Sie stimmen also mit den kartesischen Koordinaten des Punktes iiberein. Die
kartesischen Koordinaten bilden selbst schon einen Vektorraum, sodass diese Identifizierung von
Punktkoordinaten und Ortsvektoren einen Sinn macht.

Allerdings sind die Komponenten desselben Ortsvektors in Kugelkoordinaten Funktionen von den

Kugelkoordinaten. 1,0, (¢ . Die Kugelkoordinaten selbst bilden keinen Vektorraum, wie das bei
den kartesischen Koordinaten der Fall ist. Andererseits gibt es eine Koordinatentransformation
von den Kugelkoordinaten in die kartesischen Koordinaten. Allerdings ist diese Transformation
nicht iiberall ein Homdéomorphismus. So ldsst sich der Koordinatenursprung nur fiir r=0 darstellen.
Dann spielt es aber keine Rolle, welche Werte die Winkel annehmen. Liegt ein Punkt auf der x°-
Achse, dann ist der Winkel 8 = 0. Dann spielt es aber ebenfalls keine Rolle, welchen Wert der
Winkel ¢ hat, um denselben Punkt darzustellen.
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Beispiel 2: Zylinderkoordinaten

Quelle:
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/b/b7/Cylindrical _Coordinates.svg/
220px-Cylindrical Coordinates.svg.png

X=r«cosb -+ _ 1. 2. 3.

A=x" e +Xx -e,+x -e,
X =r-sinf - . g
Pz A=r-cosf-e +r-sinb-e,+z-e,

Die Darstellung des Koordinatenursprungs ist auch hier nicht eineindeutig moglich.

Fiir die weiteren Uberlegungen betrachten wir die Mannigfaltigkeiten als Teilmengen eines
hoherdimensionalen euklidischen Raumes, die entweder durch Gleichungen oder durch
Parametrisierungen beschrieben sind.

Eine Kurve ist eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit. Betrachtet man die Kurve als

Teilmenge eines hoherdimensionalen Euklidischen Raumes, IR" so kann man die kartesischen
Koordinaten der Kurve durch den Kurvenparameter t mit folgenden Parametrisierungen
beschreiben.

Eine Hyperfliche ist eine n-1 dimensionale Untermannigfaltigkeit im IR" . Die Koordinaten
(t',...,t""") , die die Hyperfldiche beschreibt, sind dann durch folgende Parametrisierungen
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oder durch die Gleichung
f(x',..,x")=c mit c€R gegeben.

Die zweite Darstellung nennt man die implizite Darstellung der Hyperfldche. Es handelt sich um
eine Niveaufldche einer skalaren Funktion.

Man kann mit diesen Festlegungen besondere Kurven und Hyperfldchen beschreiben. Hat man eine
n-dimensionale Mannigfaltigkeit, so lassen sich Punkte dieser Mannigfaltigkeit lokal durch
Koordinaten beschreiben: P(q',...,q") . ldsst man die i-te Koordinate variieren und hdlt die
anderen Koordinaten fest, so erhdlt man eine Kurve, die entsprechende Koordinatenlinie in der n-
dimensionalen Mannigfaltigkeit. Dartiber hinaus erhdlt man eine Koordinaten-Hyperfldche, wenn
man eine Koordinate ¢ konstant hdlt und die anderen Koordinaten variiert. Ziel soll es sein, mit
den Koordinatenlinien und den Koordinaten-Hyperfldchen fiir jeden Punkt der Mannigfaltigkeit ein
Koordinatensystem einzufiihren.

Zur Schreibweise vereinbaren wir, dass kartesische Koordinaten immer durch x' dargestellt

werden. Fiir allgemeine Koordinaten nehmen wir das Symbol g . Haben die Koordinaten einen

besonderen Zusammenhang, wie zum Beispiel bei Kugel- oder Zylinderkoordinaten, so werden

entsprechende Symbole benutzt, die anschaulich die Koordinaten beschreiben. Insbesondere bei

Hyperfliche im dreidimensionalen Euklidischen Raum wird auch statt  x',x*,x> die Schreibweise
X,Y,z fiir die Euklidischen Koordinaten benutzt.

Beispiel einer Kurve

Abbildung: Explizite Darstellung einer Kurve (sin’(t)-cos(t),cos’(t)-sin(t),cos*(t)) , Quelle:
Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei
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Beispiel einer Hyperfldche:

Abbildung: Implizite Darstellung eines Ellipsoids: x?+2y?*+4z?=1, Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen,
gemeinfrei

Abbildung: Weg y(t) auf dem oberen Teil des Ellipsoiden mit der Einbettung X und dem
Tangentialvektor im Punkt P( l|l|l )

Slalg) Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei
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3.2 Ko- und kontravariante Vektorraumbasen oder Tangential- und
Kotangentialrdume

Die kovarianten Basisvektoren sind die Tangentenvektoren an die q“ - Koordinatenlinien, d. h.:

T = ox'
04,
mit
X'= xi( const,...,q°,..., const )
und
g =a—xi.é’.
a aqa 1 )
oder die i-te Komponente
(3.)'=2X
Y 04,

sind die Komponenten der kovarianten Basisvektoren bezogen auf die Euklidische
Orthonormalbasis €, ...,€, .

Damit haben wir jedem Punkt der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit die Basis eines Vektorraums
zugeordnet. Man nennt dies den Tangentialraum der Mannigfaltigkeit M und schreibt TM.
Betrachtet man den dazugehdrigen Dualraum, dann erhdlt man die kontravarianten Basisvektoren

g“ . Wir wollen diese anschaulich iiber die Koordinatenhyperflichen herleiten.

Die kontravarianten Basisvektoren sind die Normalenvektoren auf die o-Koordinaten-
Hyperfidichen:

i i 1 n

X=X (q yeees CONSE ..., q )
Der Zusammenhang zwischen den x' und den ¢ ist durch die Gleichung:

q'=q(x',...,x")

gegeben, weil wir voraussetzen, dass die Koordinatentransformation eineindeutig ist, also
umkehrbar. Da wir die a-Koordinaten-Hyperfldche betrachten, ist:

q“=q%(x", ...,x")=const.
Bei der a-Koordinaten-Hyperfldche handelt es sich also um eine Niveaufldche einer skalaren
Funktion q“ . Die Komponenten des Normalenvektors auf der Niveaufliche ist durch 'V (q%)
gegeben.

a

> 0 ; . . .
Der Ausdruck (g%) ,= q‘. entspricht dann den Koordinaten des kontravarianten Basisvektors

g” . Die Berechnung des Skalarprodukts mit der Kettenregel liefert also
“a - ~a > \i_ 0 qa 0 Xi 0 qa @
o — i- — = — — 5 .

Wir kénnen somit jedem Punkt der Mannigfaltigkeit einen kovarianten und kontravarianten
Metriktensor zuordnen.

gl]:gi.g:j
g'=g"g
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3.3 Beispiele

3.3.1 Kugelkoordinaten

X=r-sinf-cos ¢
y=r-sin@-sin @
z=r-cosf

A=x-ety-etze,
A=r-sinf-cos¢-€,+r-sinf-sing-€, +r-cosf-e,

A 0A oA
r-dr+6€-d9+a¢~

-~ O0A 0x , OA 0x ,, 0A 0x , OA 0y , O0A 0y ,, 0A Oy
BV e R SE ROV SON QEARONe” 0L 06\ BT . O O o O O e
ox or " ox 08 6x o9 Loy ar " oy 66 " oy o9 P

O0A 0z , 0A 0z ,, 0A 0z
04 02 ;.,04 0% 49, 0A 02 4
6z or - 8z aB o7 o

Al D2 @O O o O O O O O
dA_ar dr+69 d6+aq)d<p+ar dr+89 d9+6(pd(p+8r dr+69 d6+a(pd<p

do

d A=(sin-cos ¢-& +sin 0-sin¢-&,+cos0-¢, ) dr+(r-cosf-cos ¢-&,+r-cos 0-sing-€,—r-sin-&,) do+...
(—r-sin6-sin @-€,+r-sinf-cos ¢-€,) dp

v, =sinf-cos¢-e +sinf-sing-e +cosf-e,
Vy=r-cos0-cos@-€,+r-cosB-sing-€,—r-sinb-e,
=—r-sinB-sin ¢-€,+r-sinf-cos p-e,

V

<
<

<SPS S
1l
o o o

QS_& = 5_4
S

dA=drv,+d0vy+dov,

- 2 . 2 2 e 2 . 2 2 . 2 2 .« 2 2
|V.['=sin”0-cos” p+sin”0-sin” g+ cos” O =sin’H-(cos’ p+sin" ¢ )+cos =1
- 12 2 2 2 2 2 . 2 2 .. 2 2
|V,|"’=r"-cos"0-cos"@+r--cos 0-sin"@+r--sin"O=r

- |2 2 . 2 . 2 2 .2 2 2 . 2
|V,["=r"-sin"-sin" @+r°-sin°@-cos" ¢ =r"-sin"H

dA=dr-é +r-d@-é,+r-sin 6-do-e,
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dr-é.=dr(e,)=1 VoV, Vv, viee | (1.0 0
— — |- - - - - - |__ 2
d@ 69:d9(€9)21 (gnm)_ Vr'V5 Vg'Vg V@'Vg — 0 r 0
do-€,=dp(e,)=1 V.V, VgV, v, |0 0 r’sin°d
V' or (T Yo~ 00
e ox _ . 0xX _ ox _ . .
X ——=sinB-cos @ ——=r-c0s6-cos ¢ —=-—r-sinf-sing
00 [0)
€y g—i’:sine-sin(p g—}é:r-cos&sin(p %:r-sine-cosq)
¢ %:COSG %z—r-SiHG g—;:o
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3.3.2 Koordinatentransformation von Zylinderkoordinaten (r, 0, z) in
kartesische Koordinaten (x, y, z)

x=r-cosf
y=r-sinf
7=12
A=x ety-e,+z-e,
Z\:r-COSH-é’X+r-sin9-é’y+z-é'z
. _0A . _0A é_aA
" or 700 © 0z
e, g—r:cose g—g:—r-sine 2—2—0
e, g—i]:san g—gzr-cose g—)Z/ZO
> 0z 0z 0z
e —==0 ~2=0 —=1
z or 00 0]

‘_;r"_;ezo

—’r -’Z_O vr'vr Vr' o Vr'ez 1 0 0

9. z= | - - - - - - |__ 2
(gnm)_ V.'Vg VgVg VgVg|— 0 r 0

|\_;r:]‘ Vr'VZ 0 Vz vz.ez 0 O 1

|\79|=r

V=1

dA=drv,+d0v,+dz¢,
dA=dr-& +rdf-é,+dzé,
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3.3.3 Schiefes Koordinatensystem

Kontravariante Komponenten

Kovariante Komponenten
x=a,+a, cosO
y=sinf-a,
A=x-ety-e,
A

=(a,+a, cosh)-€,+sinb-a, €,

-~ _O0A -~ _O0A
“ 0Oa, “ Oa,
e, 1 cosf
e, 0 sinf
v_> ,‘7 :1 - . - - . -
g (g,.)=|" Voo Vo Ve |_[1 cosf
vaz.vazzl gnm - | - - - - COSO 1
v, -V, =cosf Va, Va, Va,"Va,

Abbildung Ellipsoid: x?+2y?+4z?=1 mit Punkt P und Tangentialebene, Quelle: Giinter Opitz-
Ohlsen, gemeinfrei
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3.4. Transformationsverhalten von krummlinigen Koordinaten

Wir gehen von kartesischen Koordinaten
die Punkte einer Mannigfaltigkeit darstellen.

x' und zwei weiteren Koordinaten

q bzw. r' aus,

Zwischen den Koordinaten existieren also

eineindeutige Abbildungen, die sogenannten Koordinatentransformationen. Die kovarianten

Basisvektoren g, beziiglich der Koordinaten q' haben dann die Komponenten:

und die kontravarianten Basisvektoren g“ haben dann die Komponenten (g“),=

Uberlegungen gelten fiir die Koordinaten r'

~ i OX
. Analoge
0x 2

Koordinaten Komponenten der kovarianten Komponenten der
Basisvektoren kontravarianten Basisvektoren
q = \i_ OX' (*a):ﬂ
(ga) aqa L axl
ri o axi "o or”
h )= (h )
( C{) ara axl
. ; . . o pv_0X_0x' 0q"_-\i0q"
Damit erhdilt man mit der Kettenregel folgende Gleichung: (h,)=——=-——=—==(g,)—= oder
or“ 0q" or” or
in Vektorschreibweise: H’a: 2?“ g, oder analog im kontravarianten Fall: H= 2; § !
Koordinaten Komponenten der kovarianten Komponenten der
Basisvektoren kontravarianten Basisvektoren
q N ox' (g%)= 5qa
i Gl 0 _or®
h (h")=
(he)= or” ox'
Transformationsverhalten ﬁ _ gq g = 2r Vé'v
q

Zuletzt zeigen wir noch, dass die Matrix der kontravarianten Basistransformation invers zur Matrix
der kovarianten Basistransformation ist.

5/=0r_or aq or. oq"
or’ a4 or q" |y or’
Ergebnisse aus Kapitel I auf die krummlinigen Koordinaten iibertragen.

. Also ist die Matrix invers zu

) . Damit haben wir alle
kj
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Wenn man also krummlinige Koordinaten einfiihrt, dann wird im jedem Punkt im Raum ein
Vektorraum festgelegt. Er heilst Tangentialraum oder Kotangentialraum. Wir haben gesehen, wie
man die Basisvektoren in jedem Punkt berechnen kann. Das Transformationsverhalten bei
Koordinatentransformation  zieht eine Anderung der Basisvektoren nach sich. Das
Transformationsverhalten ist wie bei den in Kapitel 1 besprochenen Basistransformationen von
Vektorraumbasen.

Zusdtzlich kann man die Ergebnisse iiber den Metriktensor aus Kapitel I auf die krummlinigen
Koordinaten iibertragen. Wenn man also irgendwo im Raum einen Vektor darstellen will, dann
macht man das in Bezug auf den Vektorraum und dessen Basis, die in jedem Punkt der
Mannigfaltigkeit definiert sind. Wenn man ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit betrachtet,
dann werden die Vektoren des Vektorfeldes durch die Komponenten beschrieben, die der Vektor
bezogen auf die Vektorraumbasis in diesem Punkt der Mannigfaltigkeit hat.

Betrachtet man jetzt noch das entsprechende Verhalten der Vektorkomponenten, so erhdlt man:

Koordinaten Komponenten der kovarianten Komponenten der
Basisvektoren kontravarianten Basisvektoren
qi v axi (_’a):aqa
a) — a g i i
(g.) 0q ox
r' -\ Ox' oy _O0r”
h)=2% (h"),="—
( (l) a r(l 6 Xl
Transformationsverhalten der P = 0q" 5 o= or? =,
Vektorraumbasis * or*v oq”
Transformationsverhalten der oa” or'
Vektorkomponenten als or oq"
Transformationsmatrix und als g b
Komponenten
Transformationsverhalten der oq" ior &
R=S1Q, R=21Q
Vektorkomponenten L. oq"

Wir haben die entsprechenden Basisvektoren in krummlinigen Koordinatensystemen in Bezug auf
kartesische Koordinaten definiert. Dazu waren die entsprechenden Transformationen von
krummlinigen Koordinaten in die kartesischen Koordinaten notwendig. Man kann aber auch direkt
jeden Tangentialvektor als Ableitungen einer Kurve definieren.

Sei q'=q(t)
eine Parameterdarstellung der Kurve in einem Punkt P der Mannigfaltigkeit, also P=(q'(0))
Dann sind die Ableitungen:
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die Komponenten eines Tangentialvektors. Allerdings kénnen mehrere Kurven dieselben
Komponenten eines Tangentialvektors liefern. Deshalb fasst man alle Kurven, die dieselben
Komponenten liefern, zu einer Aquivalenzklasse zusammen. Damit kann man den Tangentialraum
einer Mannigfaltigkeit auch ohne Bezug auf kartesische Koordinaten definieren:

Geometrische Definition des Tangentialraums

Eine Mdglichkeit, den Tangentialraum zu definieren, besteht darin, einfach statt einer Kurven-
Ableitung die Kurven selbst zu nehmen, und zwar alle die Kurven, die einen Punkt p in derselben
Richtung mit derselben Geschwindigkeit durchlaufen. Dass sie genau das tun, verifiziert man tiber
Karten, die in einer Umgebung von p definiert sind. Nehmen wir beispielsweise eine Kurve y(t) , die
bei t =0 durch p lduft (also y(0) = p ). In einer Umgebung von p haben wir nun eine Karte, die
wir durch eine Funktion k darstellen, d. h. k(y(t)) liefert fiir jedes t die reellen Koordinaten des

Punktes y(t) , und insgesamt ist k(y(t)) eine Kurve im R" .

[—¢€. €]

Definition des Tangentialraums:

Y (O)=IHO| (ko (t) | T, (M)=] y(0)0)=p]

t=0

=4 (ke (1))

t=0
Benutzt man diese Definition, so kann man den Kotangentialraum iiber die Linearformen erhalten.

Ansonsten kann man liber das soeben gezeigte Transformationsverhalten und die Kettenregel die
Kotangentialvektoren auch ohne Bezug auf kartesische Koordinaten wie folgt definieren:

N.:a—jfﬁlv.: ox N _aX 0A_04

“ox T ad " oqax oq’
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q,=r=const.
q,=g=t
Polarkoordinaten. Der Kurvenparameter t ist hier der Winkel. Die Komponenten des
Tangentialvektors sind dann:

Beispiel:  Polarkoordinaten Beschreibt einen Kreis mit Radius r in

1 dr
=—=0
dt
do
g — |
do

Achtung: Wir haben nur die Komponenten des Tangentialvektors in Polarkoordinaten berechnet.
Dies reicht aber nicht aus, um den Tangentialvektor zu berechnen. Dazu benétigen wir noch die
Basisvektoren in jedem Punkt des Kreises. Dies wird dann wichtig, wenn man die Anderung
eines Vektors ausrechnet. Es reicht nicht aus, die Anderung der Komponenten auszurechnen,
sondern man muss auch die Anderung der Basisvektoren mit einbeziehen. Dies ist insbesondere
wichtig, wenn man Vektorfelder ableiten will. Dazu benétigt man den Begriff der kovarianten
Ableitung.

Fdhrt man in einem Auto eine kurvenreiche Strecke, dann ist das Lenkrad des Autos zum Gliick
immer an derselben Position. Das Auto ist das Koordinatensystem, auf das sich alles im Auto
bezieht, und darin dindern sich die Komponenten der Gegenstdnde nicht, die im Auto vorhanden
sind. Allerdings bekommt man schon mit, dass sich die Basisvektoren des Autos dindern miissen,
wenn man sehr schnell in eine Kurve fiihrt. Die entsprechenden Anderungen verursachen eine
Anderung des Geschwindigkeitsvektors, der dann eine Beschleunigung bewirkt, die entsprechend
eine Kraft auf den Korper des Autofahrers ausiibt. Es wdre also unsinnig, die Geschwindigkeit nur
auf das mitgefiihrte Koordinatensystem im Auto zu beziehen, denn die muss sich laut Tacho nicht
dndern, obwohl man mit groer Kraft gegen die Wagentiir gedriickt wird.
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3.5. Tensoren

Ein Tensor 0. Stufe ist ein Skalar, der unabhdngig von den Koordinaten des Punktes ist, die ihn
beschreiben. Zum Beispiel ein Temperaturfeld.

Ein Tensor 1. Stufe ist ein Vektor mit dem entsprechenden Transformationsverhalten bei
Koordinatenwechsel der Vektorkomponenten:

oder

j_@l‘j i
r=—da
oq

Als Beispiel kann man die Komponenten eines Tangentialvektors nehmen:

=04 04 109 dq’ _dq'
6qi aql aql dt dt

Ein Tensor 2. Stufe ist ein Vektor (bezogen auf das Vektorprodukt) mit dem entsprechenden
Transformationsverhalten bei Koordinatenwechsel:

. _0q 0q’
Mo or 1
oder
W a_rkﬂ i
8qi ﬁqj

Beispiel: Wir sind jetzt in der Lage, iiber die Koordinatentransformationen die Komponenten des
Metriktensors  auszurechnen.  Dazu  betrachten  wir die kartesischen  Koordinaten

1 2 3
X =X,X =Y,X =Z . Die Komponenten des Metriktensors sind dann durch die

1 00
Einheitsmatrix |0 1 0| gegeben. Wollen wir nun die Komponenten des Metriktensors in
0 0 1

Kugelkoordinaten ausrechnen, dann benétigen wir die Transformationsgleichung von
Kugelkoordinaten in kartesischen Koordinaten. Sie lauten:
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1 .

X =x=r-sinfB-cos @
2 o 0

X =y=r-sinf-sin @
3

X =z=r-cosf

. : . . 1_ 2__ 3., . o ;
Der Metriktensor in kartesischen Koordinaten X =X ,X =Y ,X =Z ist die Einheitsmatrix

1 00
1 2 3
0 1 0| . Die Kugelkoordinaten bezeichnen wir mit I =r,I = 9, I =@ , damit sie zu

0 0 1
der allgemeinen Transformationsgleichung kompatibel sind. Mit der allgemeinen Transformation
~ _0X 0x
“orkar!
~ _0x ox'

Einheitsmatrix sind, sodass nur tk,—ﬁ—ka—ltﬁ librig bleibt. Dies sind aber genau die
ror

t; fallen alle Komponenten t; fir i#j weg, weil dies die Komponenten der

Skalarprodukte, die wir schon berechnet hatten. Wir erhalten somit den Metriktensor in
Kugelkoordinaten nur iiber die Transformationsgleichungen der Koordinatentransformation von
Kugel- in kartesische Koordinaten.
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3.6. Bogenlidngen von Kurven und der Metriktensor

Hat man die Parametrisierung einer Kurve, dann kann man die Anderungen der Koordinaten durch
den Ausdruck:

. dq
A At
4=

berechnen.
Oder man stellt sie mit den kontravarianten Komponenten des Tangentialvektors

AT=T-At
oder in Vektorkomponenten

(AT)=T"At

dar. Das Skalarprodukt eines Vektors ist durch |dl=+d-d gegeben. Schreibt man dies in
Komponenten, so erhdlt man |'a’|=\/gi,.a'aj . Der Metriktensor bestimmt also die Ldnge eines

Vektors bei allgemeinen Koordinaten. Der Betrag von AT ist die Léinge eines kleinen
Kurvenstiicks AS . Damit erhdlt man:

Z‘AT2|=QU-ATiATj:giqu"qu—gqu Zf (Ae)

Im Grenzfall liefert das:
2__ i J
ds = g,.j~dq -dq

Das differentielle Linienelement ist also:

dq dq’
As= At
STNYige e

Damit ergibt sich die Bogenldinge einer Kurve durch Integration:

L=fds f\/gugq Z? de .

Hat man den Metriktensor, so hat man in einer Mannigfaltigkeit durch die Bogenldnge einer Kurve
einen Abstandsbegriff. Wir bezeichnen eine Mannigfaltigkeit, auf der ein metrisches Tensorfeld
g, definiert, ist als Riemannsche Mannigfaltigkeit, wenn die Bogenldnge durch obige

Gleichung gegeben ist. Der Metriktensor legt die Riemannsche Metrik auf Mannigfaltigkeiten fest.
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Man bezeichnet einen Raum als flach, wenn man lokale Koordinaten derart wdhlen kann, dass der
Metriktensor konstante Komponenten erhdlt. Im anderen Fall ist der Raum gekriimmt. Hat man eine
Koordinatentransformation, in der der Metriktensor konstant ist, dann kann man durch lineare
Transformation auf Diagonalform bringen. In der Diagonalen stehen 1 und -1. Beim Euklidischen
Raum kann man fiir geeignete Koordinaten den Metriktensor auf die Einheitsmatrix transformieren.

Die uns bekannten Metriktensoren beziehen sich alle auf einen Euklidischen Raum. Die obige
Definition ist allerdings allgemeiner. Man kann damit auch andere Rdume als Euklidische Rdume
beschreiben. Dies soll im ndchsten Kapitel am flachen Minkowskiraum durchgefiihrt werden.

Wir betrachten eine zweidimensionale Teilmannigfaltigkeit — eine Fldche im dreidimensionalen
Raum. Diese Teilmannigfaltigkeit kann lokal durch zwei Koordinaten beschrieben werden. Hdlt man
bei den Kugelkoordinaten z. B. den Radius r fest, dann erhdlt man die Kugeloberfldche als
zweidimensionale Teilmannigfaltigkeit im Euklidischen Raum R’ mit den Koordinaten (6, ¢).
Man hat nun in jedem Punkt je zwei Basisvektoren, die den Tangentialraum aufspannen, oder die
Tangentialebene, wenn man es geometrisch betrachtet. Man erhdlt als Metriktensor
r’ 0

0 r’sin’@
Metriktensor konstant macht. Es handelt sich hier um einen Metriktensor eines zweidimensionalen
gekriimmten Raumes.

mit einem konstanten r. Hier gibt es keine Koordinatentransformation, die diesen

Betrachtet man Zylinderkoordinaten, dann erhdlt man als zweidimensionale Untermannigfaltigkeit
die Zylindermantelfldche, wenn man r konstant hdlt. Damit ergibt sich der zweidimensionale
2

r- 0

Metriktensor: . Hier ist der Metriktensor konstant. Deshalb ist die Mantelfldche des

Zylinders ein flacher Raum. Die Mantelfldche eines Zylinders kann man zu einer Rechtecksfldche
abrollen. Zeichnet man dann auf die abgerollten Fldche ein rechtwinkliges Dreieck, dann bleibt das
Dreieck rechtwinklig, wenn man die Fldche wieder aufrollt. Die geometrischen Eigenschaften auf
der Mantelfldche eines Zylinders entsprechen denen im Euklidischen Raum.
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Kapitel IV: Die kovariante Ableitung

4.1. Motivation

Man betrachtet ein skalares Feld wie z. B. ein Temperaturfeld. Dann ist die Temperatur in einem
Punkt immer dieselbe, egal welche Koordinaten man nimmt, um diesen Punkt zu beschreiben:

A

Alg',....d,)=A(q",....q") .

Mit den Koordinatentransformationen:

A

q(q',.q") i=1,...n.

Die Ableitung des Temperaturfeldes ergibt den Gradienten. Dies ist ein Vektor und er zeigt in
Richtung der stirksten Temperaturdnderung. Fiir die Komponenten des Gradienten ergibt sich
Folgendes bei Koordinatenwechsel:

04 _04 04 04
oqd oq 8qj5ql

Der Gradient hat also das Transformationsverhalten eines Tensors 1. Stufe, oder die Ableitung
eines skalaren Feldes ist ein Tensorfeld 1. Stufe.

Im ndchsten Schritt betrachten wir ein Vektorfeld. Vektoren sind Tensoren 1. Stufe und wir kénnen

das Vektorfeld wieder beziiglich zweier Koordinaten q und q' darstellen. Dann hat man
folgendes Transformationsverhalten fiir die Komponenten des Vektorfeldes:

Wir wollen nun die Komponenten des Vektorfeldes ableiten, um zu iiberpriifen, ob die Ableitung
ebenfalls das Transformationsverhalten eines Tensors 2. Stufe hat. Bei der Ableitung miissen wir die
Produktregel verwenden, weil die a; bzw. d; die Komponenten des Vektorfeldes von den

Koordinaten ¢ und q abhdingen, die den Punkt auf der Mannigfaltigkeit beschreiben, zu dem
es einen eindeutigen Vektor mit den Komponenten a, bzw. d; in den unterschiedlichen

Koordinaten gibt. Die Komponenten des Vektors beziehen sich dabei auf die Basis des
Tangentialraums, der wegen der unterschiedlichen Koordinaten auch unterschiedliche
Basisvektoren hat.

od. 2 i i da. i ' da. 2 i
aA] = (? qA_ a,.+aq (Z’ :8% aq a;+ ? qA, a
oq" 0q'dqd 0q’oq° oq'9q 04 oq‘aq’
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Die 1. Ableitung ergibt also einen Teil, der sich so transformiert wie ein Tensor 2. Stufe (griin und
dick hervorgehoben) plus einen Stérterm (rot hervorgehoben). Die 1. Ableitung eines Vektorfeldes
ist also kein Tensor. Um das Transformationsverhalten eines Tensors bei einer Ableitung eines
Vektorfeldes zu erhalten, modifiziert man die Ableitung zur kovarianten Ableitung, die ein
Transformationsverhalten eines Tensors hat. Dann kann man sagen, dass die kovarianten Ableitung
eines Vektorfeldes ein Tensorfeld 2. Stufe ist.
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4.2. Die kovariante Ableitung

Die kovariante Ableitung berticksichtigt nicht nur die Anderung der Komponenten eines Vektors —
dies hatten wir bei der Ableitung eines Vektorfeldes gemacht — sondern auch die Anderung der
Basisvektoren. Geht man von einem Punkt einer Mannigfaltigkeit zu einem anderen Punkt, dann
dndern sich die Tangentialrdume und damit die Vektorraumbasis, die den Tangentialraum in einem
Punkt beschreiben. Dann kann man aber auch unterschiedliche Vektoren in den beiden Punkten
haben, obwohl sich die Komponenten des Vektors nicht gedndert haben, weil sich die Komponenten
auf die unterschiedlichen Tangentialrdume in den beiden Punkten beziehen. Auch der andere Fall
ist moglich: Die Komponenten zweier Vektoren in den beiden Punkten sind unterschiedlich, aber die
Vektoren sind gleich, weil sie sich auf unterschiedliche Tangentialrdume beziehen. Dabei haben wir
die Tangentialrdume iiber die Koordinaten der Punkte der Mannigfaltigkeit mit einer Basis
versehen.

Zur lokalen Darstellung der Mannigfaltigkeit gehen wir einmal von kartesischen Koordinaten —x'
mit den entsprechenden Basisvektoren & =e' aus. Dariiber hinaus stellen wir die
Mannigfaltigkeit lokal durch allgemeine Koordinaten dar: g mit den Basisvektoren g, und

g“ . Diese Vektoren liegen tangential an den Koordinatenlinien, die im allgemeinen Koordinaten
krummlinig sind und keine Geraden wie in kartesischen Koordinaten.

Wir behandeln die kovariante Ableitung im Euklidisch Raum, sodass wir kartesische Koordinaten
verwenden konnen. Die Verallgemeinerung erfolgt dann spditer.

Fiir den Vektor gilt d=x'e, in kartesischen Koordinaten.
Fiir den Vektor gilt d=a“qg, fiir allgemeine Koordinaten.
Wir berechnen die Anderung von d beziiglich der Koordinate q” :

0d _0(a“g,) _0a”" . +q° 290
o aq’ 0q’ 9" aq”

94

Um die Anderung der Basisvektoren > zu berechnen, weichen wir auf kartesische
q

Koordinaten aus. Die Transformationen fiir die Basisvektoren sind wie folgt gegeben:

g_’aza_qagi gi: ﬁxi é’rz
ox' 0q”

- aXl - - aqa -

a— A afi €= ~ 9.
J oq ox
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ggzzaay(gxa é,) . Da die Basisvektoren im Euklidischen Raum nicht vom Punkt auf der
q q q

Mannigfaltigkeit abhdngen, bendtigt man bei der Ableitung nicht die Produktregel:

0qg” 0q’0q” "

B

Mit é':%g'ﬁ erhdlt man dann den Ausdruck:
x

1

0d. 8’x' o8¢ -
Yy Y a i9s -
0q° 0q°0q 0x

Wir haben damit die Anderung der Basisvektoren fiir allgemeine Koordinaten gefunden, ohne die
Basisvektoren zu dndern.

5 i
B _ 0 X 0 qﬁ
ya y a i

0q9°0q ox
Anderung der Basisvektoren in allgemeinen Koordinaten. Es handelt sich nicht um einen Tensor 3.
Stufe.

Die GroBen I nennt man die Christoffelsymbole. Sie beschreiben die

-

aga_ B =
Gq‘y_ ya9p

- i —
Fiir die Ableitung g—‘;zg—; ds a”g—gj

von a nach [ gedndert) ergibt sich dann:
dd = od’

0q” ‘0q”

(hier wurde der Summationsindex zu obiger Ableitung

->

+aal"fa) gz

Man bezeichnet diesen Ausdruck als die kovariante Ableitung eines kontravarianten Vektorfeldes.
Fiir die Komponenten schreibt man:

B
B _aa p «a
ly aqy+rya
0d _ 5 =
aqy_alygﬂ
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Die kovariante Ableitung ist also ein Tensor 2. Stufe, da es sich um die Komponenten d”|y eines
Vektors handelt.

Analog erhdlt man fiir die kovarianten Komponenten eine kovariante Ableitung fiir ein kovariantes
Vektorfeld.

Man betrachtet den Skalar S = v‘u-wﬂ . Die Ableitung nach der Produktregel liefert:

oS _ov" ow,
o

Den ersten Summanden kann man dann durch Addition der 0 wie folgt umschreiben:

ov'  _ov'

A u T4 u,
PG W“_(?x”'w"ﬁr view, =7 -vi-w,

ou pou

Einsetzen liefert:

a S a V‘” A u a Wll u A u
_axp:_a X/)'w‘u+1“/,‘u-v -wi+—ax,,-v I, viw,
Zum Schluss noch Ausklammern:
85 (3 V'u A u a W, A
axp: 0 Xﬂ'w,u+rplu'wi+vl ( aXﬂ —F/,‘u'WA)

Der rote Term definiert dann die kovariante Ableitung fiir ein kovariantes Vektorfeld. In der
Terminologie von oben haben wir dann:

Vi

Die kontravariante Ableitung von kontravariante Komponenten a” entsteht durch Uberschiebung

mit dem kontravarianten Metriktensor:

By_ B vy
a —a|V~g

Die kontravariante Ableitung von kovariante Komponenten a, entsteht durch Uberschiebung mit
dem kontravarianten Metriktensor:
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ly

ay’=ag, 9"
Zusammenfassung:
L o’x' 9 q’9
" 9q°0q" ox
Komponenten Kovariante Ableitung Kontravariante Ableitung
Kontravariant s _0a ﬂ+1" ,3 ﬂ|)’_ =q° \ gVJ’
a,,= 0 q
Kovariant P
vari . =%_r a.a aﬂ —aﬂlvg
Bly o qy By Va

Leider haben die Christoffelsymbole noch Bezug auf die kartesischen Koordinaten. Wenn man aber
eine Riemannsche Mannigfaltigkeit hat, bei der in jedem Punkt ein Metriktensor existiert, dann
kann man die Christoffelsymbole auch mithilfe des kontravarianten Metriktensors ausrechnen:

l—‘asb=lgsr agar_l_agbr_ agab

2 aqb aqa aqr

Damit kann man auch die kovariante Ableitung auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten definieren. In
einem flachen Raum gibt es dann immer Koordinaten, in denen der Metriktensor konstant ist und
damit die Christoffelsymbole 0 sind. Dann ist die Ableitung eines Vektors gleich der partiellen
Ableitungen der Komponenten des Vektors. In einem gekriimmten Raum sind die Metriktensoren
nicht konstant. Hier treten die Christoffelsymbole auf, weil man nicht durch eine Transformation
der Koordinaten erreichen kann, dass der Metriktensor konstant wird.

Die Christoffelsymbole sind symmetrisch, weil der Metriktensor symmetrisch ist.

Man kann die kovariante Ableitung auch abstrakter definieren. Dabei geht man von den
Eigenschaften der kovarianten Ableitung aus, die wir in Kapitel IV besprechen werden. Diese
Definition kommt ohne Metriktensor aus und verallgemeinert damit den Begriff der kovarianten
Ableitung auf differenzierbare Mannigfaltigkeiten.

Eine Abbildung V : T' (TM) x I" (E) — I' (E), (X, s) » Vx s, die einem Vektorfeld X auf M (bei dem
Vektorfeld X handelt es sich um ein Element aus I' (T M) und deshalb um einen Schnitt, der jedem

10 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Zusammenhang (Differentialgeometrie)
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Punkt p € M ein Element aus dem Tangentialraum T,(M) in p zuordnet) und einem Schnitt s im
Vektorbiindel E wieder einen Schnitt in E zuordnet, heilft Zusammenhang, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind:

(i) Vxsistin X € I' (T M) linear tiber C (M), das heilst:
VfX“ngS:f'VXls+g'VX25ﬁirf,gEC”(M)unXm,XZEF(TM).

(ii)  Vxsist IR—linear ins, das heilSt:
VX(Al S; + )\2 SQ) = A1 . VX S; + )\2 . szg fur )\1,)\2€|R .

(iii)  Vx(fs) = X(f) - s + f - Vx s fiir jede Funktion f € C* (M). Hier bezeichnet

X(f) die Richtungsableitung der Funktion f in Richtung X.
Tangentialvektoren werden also als Derivationen aufgefasst.
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4.3 Beispiele
4.3.1 Die Christoffelsymbole

Wir wollen in den die Christoffelsymbole fiir spezielle dreidimensionale Koordinatensystem
berechnen, bei denen die Metriktensoren Diagonalmatrizen sind. Dazu benutzen wir die Formel mit
Hilfe der Metriktensoren:

0 0 0
l-‘asb=lgsr g(::'l' gl;r_ garb
2 0q° 0q° 0q

Nach der einsteinschen Summenkonvention ist r=1, 2, 3.

191’69,,1 091 _99u|, 1 o 6gaz+6gbz_6gab‘+1953’6903 09y agab
27 \oq" o0q" o4 ) 27 \0q" o4 oq°) 27 \oq oq

1_1 llragal 09y, agab‘ g St 09.2 0Gs2 agab‘ 1 13’69113 agb3 6gab
I‘ab_ g b+ a_ 1 g + 2 + g
2 \oq oq" Oq| 29 |5’ "aq"  oq ] 27 29" oq°
rz_l 21'69111 agbl agab\_'_l 22 agaz_*_agbz_agab‘_*_l 23’69,,3 agbs 6gab
=29 |\ 3¢ Toq" 04') 2% \oq" 0q" 04?727 | o 0
| 04" 84" aq’) ¢ 0q" 09" | 94" q’

rasbzlg?,lragabl_*_agbl_agalb\+lg32 agab2+agb2_agazb‘+lg33,aga3 agb3 09a
2 | 99 0q° oq | 2 oq 0q° 0q 2 \6q 0q°

I‘albzlgu ag(zl_*_agbal_agalb razbzlgzz agab2+agbaz_ag¢12b
6q 0q" 9q 2 0q° 0q" 0gq

I‘a?;,=l 33 ag‘:)3+agbas_agasb
2" \oq 099" 04

Ein entsprechendes Ergebnis erhdlt man fiir Metriktensoren im zweidimensionalen Fall:

1_1 u agal+agbl_agab 2= 1 » agaZ 09, 09a
29 \oq Taq' o) 2 \ag aq’ og

In den beiden folgenden Tabellen sind die entsprechenden Ergebnisse fiir die Christoffelsymbole in
bestimmten Koordinaten zusammengestellt. (Ich hoffe, dass ich mich bei den Kugelkoordinaten

71



beziiglich der Christoffelsymbole nicht verrechnet habe, weil ich

Relativitatstheorie V1.2 bearbeitete Version

in einer Arbeit ein anderes

Ergebnis gefunden habe.)
Koordinatensystem Kovarianter Kontravarianter Christoffelsymbole
metrischer Tensor | metrischer Tensor
Polarkoordinaten 1 0 1 0 ri=l,n 6ga1 ag,,1 6g,,,,
0 rz 1 ﬂb_zg 6
(@' q)=(r.) 0 '
-94)=\ 9 r I‘2=lg2 agnZ agbz _ 09w
ab 2 aq aq
Kugelkoordinaten | (1 0 0 1 0 0 P 1gufaga1 0Gu _ 6ya,,
L, s 0or 0 _—n 5 oq" 09"
(q.9%.9)=(r.6,9) 0 0 r’sin“é r’
0 0 1 2= lgzzragaz 09y 09
r’-sin® @ “ 09" 0q" 0q
Zylinderkoordinaten 1 0 0 1 0 0
2 ra_l 5[ 0 Gas agba agab
1 2 3\__ 0 r 0 0 i 0 ab_zg aqb oq°
(q.q°.q')=(r,¢.2) 00 1 e
0 0 1
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Schema eines Hufeisen-Orbits: Der Asteroid kreist innerhalb der Erdbahn und ist dadurch etwas
schneller als die Erde. Beim Einholen wird er auf eine dufSere Bahn gedringt und verlangsamt
dadurch seinen Flug, als Folge fillt er zuriick. Quelle: NASA, gemeinfrei

Koordinaten Christoffelsymbole
1 1 1
Polarkoordinaten Iy Thl_{o o

[y Iy \0 -7
1
0 il
r; riz — r
I T [ Ly
r
Kugelkoordinaten r, r, Fi3 00 0

1
2 2 2 il
rn F12 F13 L r L
2 2 2 |
I“51 F§2 F§3 :_ 0 0
r;, I;, T
oo oE 0 0 —sindcosd
1
3 3 3 1
rll I_‘12 I_‘13 0 0 r
r;, 3, ry=jo o cot 4
3 3 3
r; Iy, Ty :— cotd 0
Zylinderkoordinaten FL Fiz Fia N 0
F;l I‘;Z r;?, =0 —r 0
T T T W0 00
1
2 2 2 el
Fu I‘12 I‘13 L r L
2 2 2 |
F21 Fzz I‘23 - l 0 0
2 2
jr31 I_‘32 r;S r
0 0 O

=
N W= W
= =
= =
N W= W
N N
= =
N W= W
w w
|
(= —]
(= —]
= —]

=
w w
&

=
w w
N

=
w W
w

=
=
=
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4.3.2 Kovariante Ableitung eines parallelen Vektorfeldes in
Polarkoordinaten

Wir wollen in diesem Beispiel zeigen, dass die kovariante Ableitung des parallelen Vektorfeldes
d=e, in der Euklidischen Ebene auch in Polarkoordinaten verschwindet. Dazu miissen wir die

Vektoren d=e, in jedem Punkt der Ebene durch Polarkoordinaten darstellen.

[ 2 2
. x'=x=rcos : L TENXY
Es sei % mit der Umkehrtransformation

, y - Dazu bendtigen wir die
X'=y=rsing (p:arctg(x—)

Komponenten von €, in Polarkoordinaten. Dabei seien §,,g, die Basisvektoren im Punkt

(r,@) in Polarkoordinaten: d=é,=a"g,+a’-g, . Die Basisvektoren haben folgenden
Zusammenhang:
-> an -> -> aXJ -
e=—-¢g: oder g=——e;
a Xl g.’ g a ql J
or_ X _Icosg_ — cos Op_ —y _—rsing_ —sing
0Xx \/x2+y r ¢ 0Xx x2+y2 r2 r |
Also: é'lz% §1+g—f§2=cos @-g,— sing - -g, und damit d=cos ¢-g,— 1n<p g, -

Dem Vektorfeld sieht man an den Komponenten nicht mehr direkt an, dass es ein paralleles
Vektorfeld ist. Wir wollen das mit der kovarianten Ableitung tiberpriifen:

da’
aﬂ“, S 11, -
0q” .
Wir miissen alll,a|12,a|21,a|22 mit a'=cosg und a =—s1rnq9 und q'=r,q°=¢@ berechnen.
—sin
0 cos o=
61‘11—7m +I; a“ a|21: r +I? a“
aar und or
cos « =
=2t p=ne
o 2 r +2 g°
a,= a¢ 224
" ' sin « —COS a
a‘llzl“iaa a|12=—sm ¢+F20, alz1 qu+1“ma afzz r¢+l“§aa
1 1
T T :(0 0) T
r, Iy \0 -r 1—‘21 Fzz
a,=0 a,=—sing+I,,a’=—sing—r- —51rn¢
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» _Sing _sin<p+1 —sing _ _"Cosg cosg_

2

r°r r r

2 2 2 1
a,=— +I,a = 0 a,=—+a=—"7 0
r r

2
r

Bild: Wikipedia, XMM-Newton, ESA, NASA, gemeinfrei

"Schwarze Locher sind keine ewigen Gefingnisse, wie wir immer angenommen haben. Wenn du
das Gefiihl hast, du bist in einem Schwarzen Loch gefangen, gib nicht auf. Es gibt einen Weg
heraus", so machte Stephen Hawking erst kiirzlich seinen Zuhorern Mut, als er in Harvard iiber
die neusten Erkenntnisse zu seinem Lieblingsthema referierte."

11 Zitiert nach: https://motherboard.vice.com/de/article/gv548x/stephen-hawking-hat-endlich-die-loesung-des-
schwarze-loch-paradoxons-verratenChristoffel-Symbole
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4.3.3 Differenzialoperatoren in allgemeinen Koordinaten

1. Der Gradient:

(grad 1)=V,A=A,= oA

|i aql
2. Die Divergenz:
divv=V,v'=v= a—v+l"
0q’

Die skalaren Felder, die uns in diesem Zusammenhang interessieren, sind konservative Kraftfelder
wie zum Beispiel das Gravitationsfeld oder das elektrische Feld, weil man dann diese Felder
(Beschleunigungsfelder) mittels Potenzialen — also skalaren Feldern — beschreiben kann. Es gilt
ndmlich:

F(F)=—Vo(7) .
In der Divergenz stehen die Christoffelsymbole: I‘:] fiir die gilt:

r':;a —9
! «/—g dq’

12

mit g=det(g;)

Damit erhdlt man fiir die Divergenz folgenden Ausdruck:

- __ aV 1 av g j

v’ oder durch Umbenennung der Indizes:

divv

oq =g g oq’
divv—a"+ BRCHEGE
8q V—g 04

Mit der Produktregel kann man dafiir auch schreiben:

divi=—1_2 (viyV—g)

Hat man ein skalares Feld, so kann man die Divergenz des Gradientenfelds mit V'ZF
q
berechnen.

12 Siehe: http://itpl.uni-stuttgart.de/lehre/vorlesungen/rela2/ss2011/ARTGrundl.pdf, S. 18
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3. Die Rotation

(rotv)'=€"V v, =€"v, ;= éjk(%_rijW): éjkg;’;

Das negative Vorzeichen ergibt sich aus der kontravarianten Ableitung. Aber €’

antisymmetrisch in j und k und ij ist symmetrisch in j und k. Damit werden die Produkte

ist

ijk 1~ 1 . . . . .
e’ l",q. , liber die summiert wird, ebenfalls 0 und damit:

(rot¥)i= eIV
oq’

Der Gradient und die Rotation enthalten in allgemeinen Koordinaten keine kovarianten oder
kontravarianten Ableitungen. Nur bei der Divergenz miissen wir kovariant ableiten, um die
richtigen Resultate in allgemeinen Koordinaten zu erhalten.

Differenziert man zweimal kovariant, so erhdlt man einen neuen Tensor, den Riemannschen
Kriimmungstensor, mit dem man tiberpriifen kann, ob der Raum gekriimmt oder flach ist. Diesen
Tensor hat Einstein als Ausgangspunkt genommen, um ihn in einen Zusammenhang zum Energie-
Impulstensor zu bringen. Es wird sich zeigen, dass der Energie-Impulstensor die Eigenschaft

Tl"jj:O hat. Darin spiegelt sich die Energie-Impulserhaltung wider. Allerdings benétigt man fiir

den Zusammenhang zwischen den Riemannschen Kriimmungstensor und den Energie-Impulstensor
eine weitere wichtige Relation, um Energie-Impulstensor mit dem Kriimmungstensor zu verkniipfen.

Beispiel fiir die Differenzialoperatoren in den Maxwell Gleichungen:

Und Gott sprach
V:-D=p
V-B=0

RN .

VxE=-2

VxH=J+%

...und es ward Licht

Bild: http://pumping-physics.de/wp-content/uploads/2016/06/T-Shirt% C2%BBund-Gott-
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4.4 Eigenschaften der kovarianten Ableitung

Die kovarianten Ableitungen eines Vektors haben wir wie folgt definiert:

Mit dieser Systematik kann man dann auch Tensoren hoherer Stufe kovariant ableiten. Dabei wird
einmal partiell abgeleitet und die Christoffelsymbole fiir jeden Index im Tensor gebildet. Achtung:
Bei kovarianten Indizes wird abgezogen.

Beispiel:

ot’

a) tif|r—a—+1“ t"+T, 0" bow ty,=—2—T,"t,—T't,
q

1]|r a r jr ~in
q
i

. Ot
b t,= aqf+rmtj It

0 t’fk|r:—aq’;+r;nt +T e =T ¢V

Es gilt die Summen und die Produktregel fiir kovariante bzw. kontravariante Ableitungen. Dies
zeigen wir hier nicht.

(ai+b")|k:a|"k+b|"k
(a'b,)=b,a,+d'b,

Mit der Produktregel und Regel R3: Indexshift alzgy'aj oder a,= g,.j-aj kann man nun
den Metriktensor kovariant ableiten.

_ s s _ s —
Es ist a (grs ) —d .grs|k+a|k.grs_a 'grs|k+ar|k > WOTTGUS (grs)|k_0 folgt.

Die kovarianten oder kontravarianten Ableitungen des Metriktensors sind 0.
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4.5 Hohere kovariante Ableitungen — der Riemannsche
Krimmungstensor

Wir berechnen die zweite kovariante Ableitung eines kontravarianten Vektorfeldes mit kovarianten
Komponenten a; beziiglich der Koordinaten q’ .

oa,
1. Ableitung: Q. .=————1 . .d; istein Tensor 2. Stufe, der nochmals abgeleitet wird.
bl ,“a;I‘,’], der nochmals abgel d
q
ot; . .
tijlk:a—qr—ri ktnj—l"j klin fiir l;=a; ; liefert das die 2. Ableitung
0 ay;
— i_ph 7T h
aQy; k= aqk Lia, ;=T a;
da, oa oa,
j j o PP j U PP i
0q \0q q q
0’a, or;'. oa d0a 0aq;
Qi k=< 5- 519 rjhk'rilh"'rihk'rhlj_ 5 _rilj li_rihk ?_rjhk h
9q0q oq oq oq dq

Die rot markierten Terme sind symmetrisch in j und k.

or.. or,.
ljk _ lk] +1-‘ihk.1-\hl j_l-\ihj.l-‘hl )
0q 0q

@i e~ Dipe (5= A

Der Term in der Klammer ist ein Tensor, weil die linke Seite der Gleichung ein Tensor ist und aq,

ebenfalls ein Tensor ist. Damit kénnen wir den Riemannschen Kriimmungstensor als
antisymmetrischen Anteil der zweiten kovarianten Ableitung eines Vektorfeldes definieren:

I I
_5ri k_ari j+1.,ihk.1-,hlj_1-,-h..1., I

ij h k

R, =—"
ijk aq] aqk
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Ist der Riemannsche Raum flach, dann ist der Metriktensor konstant. Dann sind die
Christoffelsymbole 0 und damit ist der Riemannsche Kriimmungstensor ebenfalls 0. Ist umgekehrt
der Riemannsche Kriimmungstensor 0, dann kann man ein Koordinatensystem finden, in dem der
Metriktensor konstant ist. Dann ist der Raum flach, weil der Metriktensor dann beziiglich einer
beliebigen Koordinatentransformation in ein anderes Koordinatensystem konstant bleibt. Der
Riemannsche Kriimmungstensor ist also genau dann 0, wenn der Riemannsche Raum flach ist.

Abbildung: Lokale Koordinaten einer zweidimensionalen Fldiche als Schattenwurf eines
Kunstobjekts, Berlinische Galerie, Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei
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Kapitel V Geometrische Grundlagen der Allgemeinen Relativitéatstheorie

5.1 Die Eigenschaften des Riemannschen Kriimmungstensors
a) Der Riemannsche Metriktensor hat folgende Symmetrieeigenschaften:
S1: Ry, =Ry
S2: Ryp=—Ry
83: R;u=—Ryy

S4: R,,.jk+ R,jki+le,.j: 0

Mit diesen Symmetrien erhdlt man fiir den Riemannschen Kriimmungstensor insgesamt
nz'(nz—l)
12
Komponenten.

unabhdngige Komponenten. Das sind fiir n = 4 insgesamt 20 unabhdngige

b) Riemannscher Kriimmungstensor fiir kontravariante Komponenten a'

li
“u Ik a|k |1—“1R K

“u Ik “|k 1ji—4a R, i

“|.i Ik alkll “R

c¢) Die Bianchi-Identitdten beziehen sich auf die kovariante Ableitung des Riemannschen
Kriimmungstensors. Sie sind schwierig herzuleiten, aber entstehen einfach aus der zyklischen
Vertauschung der Indizes. Deshalb geben wir nur das Ergebnis an:

R" . +R". +R". ..=0

nij k n]k|1 nkilj —

Der Riemannsche Kriimmungstensor und die Bianchi-Identitdten sind der Schliissel zu den
einsteinschen Feldgleichungen.

Fiir die Feldgleichungen definiert man den symmetrischen Ricci-Tensor, der durch Verjiingung des

S
Riemannschen Kriimmungstensors entsteht: Rij:R isj und den Ricci-Skalar, der nochmals
S
durch Verjiingung des Ricci-Tensors entsteht: R=R s - Der Ricci-Tensor ist symmetrisch, denn

mit S1 gilt: RUZRS R R Rﬁ . Fiir die Herleitung des Einsteintensors
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bendtigen wir die Regeln fiir Tensoren und die Symmetrieeigenschaften des Riemannschen
Kriimmungstensor, um die Bianchi-Identitéit umzuformen.

j k k
R1: Austausch der Indizes: X 1.6 5 =X mit dem Summationsindex j und den freien Index k.

Analog dazu hat man im dualen Fall: Xj : 5k1 =X

R2: Tensorverjiingung: Indem man einen kovarianten und kontravarianten Index gleichsetzt, erhdlt

. . . 1 —
man einen Tensor zwei Stufen weniger: d; ,=d,; .

R3: Indexshift mittels Metriktensor: d = gij-a j oder a;= gij-af
St1: R, ;=R

$2: R u=—Ry

83: R, =—Ryy

s4: R +R,;+R;;=0

Die Multiplikation der Bianchi-Identitit R nlJIk+R niki T R"Lkilj=0 mit (Sim (R1) liefert:
i i
R n1]|k+R n]k|1+R nkilj 0
Zweifacher Indextausch nach S2 und S3in R’ nii T +R' niki Tt R i =0 ergibt:
i i i
R i Ry i R =0
Indextausch nach S3in R’ niicF R, ikj Ii+R"n,“. i—=0

R ¥R, i~ R ;=0
Aus Rinijlk+Rn ikj|i_ Rim.klj=0 ergibt sich durch Tensorverjiingung:
R ik +Rn wii —Rak =0
Multiplikation der Gleichung R ;, + R, ikj“ kg =0 mit g
k ki kK _
Ry +R" i — R ;=0
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. k ki K — 1o
Tensorverjiingung in R",, +R", ..—R",, =0 liefert:

& ; o
R +R ;;—R",, ;=0

Umbenennen der Indizes in RkjI k+Rij|i— RkkI ;=0 liefert:

R' +R!

il i

k . i k —_
—R K| ].—0 oder 2R i i—R K| j—O

Jli

Austausch der Indizes 2'RijI ,.—RkkI =0 liefert:

i i k — i 1 i —
2:R'; ,—8" R, ;=0 oder (RJ.—E(S ;R) =0

[i

Man betrachtet: Rij—l o ij R und multipliziert mit g,
1
R~ 2 ik R

1
Wegen der Symmetrie des Ricci-Tensors gilt: R jk—Egij Man nennt diesen Tensor den

Einsteintensor.

Abbildung: Raumkriimmung durch eine Masse zweidimensional, Berlinische Galerie, Quelle:
Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

1
Der Einsteintensor hat wegen (R' Ty o' j R) =0 keine Divergenz.

Ji
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5.2 Die einsteinsche Feldgleichung

Die Kriimmung der vierdimensionalen Raumzeit wird durch die Massen- und Energiedichte und den
Impuls der Materie bewirkt. Die Materie wirkt auf die Raumzeit, und die Raumzeit sowie ihre
Geometrie wirkt sich auf die Bewegung der Materie aus. Der vierdimensionale Energie-
Impulstensor beschreibt die Massen- und Energiedichte und den Impuls der Materie. Es gilt die
Energieerhaltung und die Impulserhaltung. Damit hat der Energie-Impulstensor gewisse

Symmetrieeigenschaften: T ,,=T,, . Dariiber hinaus muss die Divergenz des Energie-
Impulstensors 0 sein. Einstein konnten dann folgende Beziehung nachweisen:

G,=xT,,
_ 87 G

4
C

K

Dabei ist ¢ die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit und G die Gravitationskonstante.

Bemerkung: Den einsteinschen Feldgleichungen kann man eine weitere Konstante A hinzufiigen:
G,+Ag,=xT,,

Man nennt A die kosmologische Konstante. Urspriinglich sollte mit der Konstanten ein stabiles
Universum moglich sein. Allerdings ist man heute auf den Stand, dass die
Ausdehnungsgeschwindigkeit des Universums eine beschleunigte Expansion ist. Die Interpretation
der Beschleunigung erfolgt iiber die dunkle Energie. Daneben soll es auch eine dunkle Materie
geben, die die Umlaufgeschwindigkeiten von Zwerggalaxien um das Galaxiezentrum erkldren.

Da die Gravitationskonstante und die Lichtgeschwindigkeit bei den einsteinschen Feldgleichungen
eine normierende Rolle spielen, dhneln sie der normierenden Rolle in dem Newtonschen

Gravitationsgesetz. G macht aus dem Ausdruck ﬂz eine Beschleunigung. Die physikalische

7
m’ m kg
Dimension von G ist also [k >] oder mit der homogenen Massendichte ,027[—3] dann
g-s
entsprechend:
1
G=—
oS
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Inwieweit es sich hierbei wirklich um eine konstante physikalische Skalierungsgrdlse handelt,
konnte bis heute noch nicht nachgewiesen werden. Dazu bedarf es sehr genauer Messungen der
Gravitationskonstanten, die allerdings noch ausstehen.

Eine andere Formulierung der einsteinschen Feldgleichungen ohne kosmologische Konstante erhdilt
man wie folgt:

Man betrachtet die einsteinsche Feldgleichung in der Form:

Rv_%'R'gU:_SJ;G'TU :
Multiplikation mit g” liefert:
R—%-R-4:—8’C’;G-Tji:—8’crf-:r ,da g'g,=0j=4 ist.
Also:
_R:_BJZ;G.T
c

Auflosen nach R ergibt fiir den Ricci-Tensor:

_ 8xG . 18xG

Rl.j— " Tl.j+2 7 'T'gij
c c
oder
_ 8mrG T
Rq_— 4 .(T’]_E.g'])
c
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5.3 Nachtrag

5.3.1 Geodétische Linien

Bisher hatten wir die Anderungen eines skalaren oder eines Vektorfeldes entlang der
Koordinatenlinien berechnet und folgende Ergebnisse erhalten:

Wir wollen nun die Anderungen entlang einer Kurve c in der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit

berechnen, die folgende Parameterdarstellung hat: qi:qi(t) . Die Variable t ist der
Kurvenparameter — also nicht notwendigerweise die Zeit.

Die Anderung eines skalaren Feldes entlang der Kurve c:

0A_0404_, dd
ot gq' ot " dt

Die Anderung eines Vektorfeldes entlang einer Kurve c:

0d_0ddq_ ; »04q
ot aq ot 95
od_0dadq_ 04
ot aq' ar i1 5y

Wir definieren eine absolute Ableitung des Vektorfeldes ldngs einer Kurve c:

=a’ .— =a.,.—— .
Dt ot Dt ' ot
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dH_Da’g. b db’_Dajs']’j
—= . bzw. —=—+
dt Dt "™’ dt Dt
Sei G der Tangentialvektor T an eine Kurve c, d. h. Ti:Z—(Z .
DT . dq"_ 0T i .mdq _dT' i ..dq"_d'q i dq"dq" .
=T = +0,,.T =—+I,, T —=—-+I",,———— . Damit ist
Dt M dt <aq" " )dt ™ de g ™de de o

DT _d’q' i dq"dq"
Dt  d¢ m™odt dt

/ idgl
Die Linge des Tangentialvektors ist |T|= gijfl—(zdd—ctl . Fiir die Bogenlinge erhdlt man:

dq' dq’ dq' dq’ ds_ | dq'dq’ o .
s=f gyd—ciTzdtﬁdsz\/gyd—zd—?dt:EZ gl]d—cid—ci Damit st fiir t=s oder

dt=ds die Linge des Tangentialvektors T gleich 1.

DT'_D dq'
Ds Ds ds
senkrecht auf der Kurve und beschreibt die Kriimmung der Kurve.

Daraus kann man den Hauptnormalenvektor definieren: N'= . Dieser Vektor steht

i_ DT _d°q' i dq"dq"
N = = +I'
Ds  ds* " ds ds

Die geoddtische Kriimmung der Kurve c ist durch:

K=\/g,.jNiNj

Eine geoditische Linie auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist eine Kurve, auf der sich die
absolute Ableitung der Tangentialvektoren nicht dndert.

_:0
Dt
2 i m n
dq i dq_dq _
de* dt dt
Dies ist die Differenzialgleichung der geoddtischen Linien. Man kann zeigen, dass jede
Verbindungskurve zweier Punkte in der betrachteten Riemannschen Mannigfaltigkeit, deren Ldnge

ein Extremwert annimmt, eine geoddtische Linie ist. Die Losung obiger Differenzialgleichung
erfiillt diese Eigenschaft.
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In physikalischen Anwendungen ist t die Zeit. Die Geschwindigkeit ist tangential zur Kurve. Dies ist

nun auch fiir die Riemannschen Mannigfaltigkeiten definiert, obwohl man keinen Ortsvektor hat,
i
sondern nur Ortskoordinaten. vlzdd—ct] sind die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors. Bei

der Beschleunigung d geht es um die Anderung der Geschwindigkeit, und dies ist die absolute
Anderung des Geschwindigkeitsvektors:

i_d’q' i dq"dq"
= +
a de’ "ode  dt

Damit kann man Bewegungsgleichungen aufstellen, analog zum Newtonschen Aktionsprinzip:

m-a=F

Das F' ist allerdings nicht die Gravitationskraft, weil diese durch die Feldgleichungen
beschrieben wird. Wirkt aber nur die Gravitation, dann ist F'=0 , und die Korper werden sich
auf geoddtischen Bahnen bewegen. Hier handelt es sich um beschleunigungsfreie Bahnen. Die
Feldgleichungen ergeben eine vierdimensionale Raumzeit. Dort bewegen sich die Massen auf
beschleunigungsfreien Bahnen. (Aquivalenzprinzip: Im freien Fall, nur unter Einwirkung der
Gravitation, kann man nicht unterscheiden, ob man schwerelos im Gravitationsfeld frei fdllt oder
ohne Einwirkung der Gravitation schwerelos ist.)

Beispiel fiir eine Raumkriimmung am Pulsar PSR J0348+0432 (dpa/Max-Planck-Institut fiir
Radioastronomie, Bonn), Quelle:
https://www.deutschlandfunk.de/media/thumbs/b/bbc8ba3f01e9f3743a27576e82edb583v1 max_ 755
x425 b3535db83dc50e27c1bb1392364c95a2.jpg ?key=ea742c
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Beispiel: Die Kriimmung eines Weges wird im Script iiber die kovariante Ableitung des
Hauptnormalen Vektorfeldes an eine Kurve, die nach der Bogenldnge parametrisiert ist, definiert,

und mittels &K= gijNiN 7 berechnet.

@', dg"dq’
ds ds ds
Dariiber hinaus ist die Kriimmung einer Kurve (siehe https://mathepedia.de/Kruemmung.html) oder
die einer Fldache (siehe:

http://www.anne-blaesius.de/arbeit flaechen/flaechenCa.html#:~:text=Fine%20Kugel%20hat%20k
onstante%20Kr%C3%BCmmung,ist%2C%20immer%20ein%20Kreis%20herauskommt.) anders
definiert.

Dabei sind die N fiir eine Kurve: c=(q'(s), g’(s), g°(s)) durch N'= gegeben.

Nimmt man den metrischen Tensor in Kugelkoordinaten (ql, q’, q3) =(r , 0, q))

1 0 0
(gum)=[0 r* 0
0 0 r’sin’d

erhdlt man fiir die Krimmung;:

k=VN'N'+r N’ N*+r’sin’6-N°N°®

Fiir die Berechnung der N benutzt man die Christoffelsymbole auf Seite 70 des Scripts:

1
Fil riz ria rO 0 0 ri riz Fi3 0 r 0
F;l réz r;:«;: 0 —r 0 ) r§1 r§2 F;3: 1 0 0
[y T Ty \0 0 —rsiff i, 15, ) |00 0
ST R
r;, I, TL/=l0 o cot 6
le r32 F§3 :— cotd 0 1

Nimmt man die Koordinaten eines Gro8kreises parametrisiert durch die Bogenldnge s:
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2 2
(ql,qz,q?’):(r,f, @) , so sieht man, dass N>=N°?=0 ist. Fiir N*bleibt nur NI:I‘izdd—qdd—q
s ds
1_ 11_ 1 . . . . . 1_1
also N =-— r;;—— - iibrig. Damit ist die Kriimmung durch &= - gegeben.
r
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5.3.2 Parallele Vektoren

Ein Vektorfeld, bei dem die absolute Ableitung entlang einer Kurve 0 ist, nennt man Parallelfeld.

Dt

Man spricht auch von einer Parallelverschiebung eines Vektors entlang einer Kurve oder einem
Paralleltransport. An jedem Punkt der Kurve c hat der parallel verschobene Vektor immer dieselbe
Léinge: —|a|=i(aia.)=d—ala.+ da Da ——a+d D—a:O ’

dt : dt ' dt Dt ' Dt

An jedem Punkt der Kurve c schlieSen zwei parallel verschobene Vektoren denselben Winkel ein:

d, i, _dd db, Dd Db,
E(a b,)= Ib a ? Ea a E_O . Also ist das Skalarprodukt ebenfalls konstant und

damit mit dem Ergebnis von oben ergibt sich, dass der Winkel ebenfalls konstant ist.

Bei geoddtischen Linien ist der Tangentialvektor ein parallel verschobener Vektor. Ldngs einer
geoddtischen Linie hat ein parallel verschobener Vektor immer denselben Winkel zum
Tangentialvektor.

Die Anderungen der Vektorkomponenten d' bei Parallelentransport um St ergibt sich durch:
dq’
dt

6ai~—F§ja' Ot

Man kann auch die Anderung der Vektorkomponente a' lings einer geschlossenen Kurve
berechnen. Die geschlossene Kurve ist dann durch Geoddten gegeben, die einen Startpunkt A mit B
und B mit C verbinden. Dartiber hinaus gelangt man auch iiber Geoddten, die A mit D und D mit C
verbinden, zum selben Punkt C auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit. Die Anderung der
Vektorkomponenten entlang der unterschiedlichen Wege ergibt sich dann zu:

g’ dq -Ot' 6t

da~—R a
A de
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Quelle: https://en.wikipedia.org/wiki/Parallel transport

Die Abbildung zeigt einen Parallelentransport eines Vektors von Punkt A nach Punkt B iiber Punkt
N zurtick nach Punkt A auf der Kugeloberfldche entlang GroBkreise. Wie man sieht, bildet der
Vektor nach dem Parallelentransport einen Winkel von 90° zum Startvektor. Die Geoddten auf der
Kugel sind die GroBkreise, also Aquator und Meridiane.
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Ein simuliertes Schwarzes Loch von 10 Sonnenmassen vor MilchstraBenhintergrund aus 600km
Abstand gesehen (horizontaler Offnungswinkel der Kamera: 90°) Quelle:
https://commons.wikimedia.org/wiki/Black hole
Lizenz: Creative Commons Attribution-Share Alike 2.5 Generic
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Tell II: Die Physik der
Feldgleichungen oder der Energie-
Impuls-Tensor
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Kapitel I: Physikalische Grundlagen der Allgemeinen Relativitédtstheorie

1.1 Die Feldgleichung der Gravitation klassisch

Ausgangspunkt der Allgemeinen Relativitdtstheorie ist die Spezielle Relativitditstheorie, in der jedes
Labor, das sich mit gleichféormiger geradliniger Geschwindigkeit — also krdftefrei — bewegt,
gleichberechtigt ist, d. h. die physikalischen Gesetze sind in jedem dieser Labore gleich. Die Labore
nennt Einstein Inertialsysteme. Die Allgemeine Relativitditstheorie beschdiftigt sich mit einem Labor,
das sich unter Einwirkung einer Kraft beschleunigt bewegt.

Wir beschdftigen uns zuerst mit Laboren, die sich unter dem Einfluss der Gravitationskraft
beschleunigt bewegen. Nach der Newtonschen Gravitationstheorie ist Kraft eine Gréf8e, die sich als
Produkt von Masse und Beschleunigung mit der Gravitationskonstanten G darstellen Idsst.

e

2
r

F.=G

Dies fiihrt dazu, dass die Gravitationskraft als Beschleunigungsfeld dargestellt werden kann, das —
bei einer gegebenen Masse — radial zum Massenzentrum ausgerichtet ist.

ml .
GG—G'—2 mit T=R

Die Massen werden kugelformig mit homogener Massenverteilung angenommen, sodass das
Massenzentrum im Mittelpunkt der Kugel liegt. Die Beschleunigung nach obiger Formel gilt fiir
Objekte aulserhalb der Massenkugel. Der wesentliche Unterschied zwischen der Newtonschen
Gravitationstheorie und der Gravitationstheorie Einsteins ist, dass die Beschleunigung, die
physikalisch iiber Raum und Zeit berechnet wird, als eine geometrische Griolse der Raumzeit
gegeben ist, die durch die Anwesenheit von Massen hervorgerufen wird.

Das Gravitationspotenzial ist eine skalare Grofse, die angibt, welche Arbeit man aufwenden muss,
um einen Kérper der Testmasse m radial aus dem Gravitationsfeld einer Masse m, zu bewegen:

m
— fir ry=R .

O (ry)= [ G-%dr:—G :
0

Ty

®(r)=—G2 @ r=R;8,=—¢
r

Fiir eine kontinuierliche Massenverteilung p(r) gilt die Feldgleichung der Gravitation:

diva(r)=—4xGpo(r) .
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Dabei ist das Beschleunigungsfeld a(r) das Gradientenfeld eines skalaren Feldes ®(r) , das
liber das Gravitationspotenzial <I>(r) =— G% gegeben ist.

Gm -
o€,
r

Es gilt also mit gradd)(r)z

div d(r)=divgrad ®(r)
oder mit dem Laplaceoperator A =div grad :
A®(r)

Die Herleitung fiir die Newtonsche Feldgleichung der Gravitation beruht auf dem Gaulsschen
Integralsatz. Aus Kapitel 2.4 wissen wir:

J;‘:f divgradCID(r)=_g gradCIJ(r)-d-f

Die Vektoren df und grad®(r) sind parallel. Deshalb ist grad@(r)-df an der
Kugeloberfldche konstant und man erhdilt:

_” grad(D(r)-d_f=4er2-k
ov

Die Konstante k ist dabei gleich der Linge des Vektors grad(D(r ) an der Kugeloberfldche.

Dies entspricht der Beschleunigung an der Kugeloberfldche: k :G% und damit folgt:
f_f grad®(r)-d f =4 xGm
ov

Aus dieser Beziehung folgt die Poisson-Gleichung

.‘]] div grad ® (T')=4 xGm oder
v

A®(r)=4xGp(r) .

Dabei haben wir p(r)= lim ic—(("))
AV=>0 r

als Newtonsche Feldgleichung der Gravitation angegeben.

ausgenutzt. Die Poisson-Gleichung wird normalerweise

Wir hatten schon die Differenzialoperatoren in allgemeinen Koordinaten behandelt:
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(grad A),=V A=A,= =04
oq'

a—vi+l"::jvj
0q
A=Vi'vi

Damit hat die Poisson-Gleichung in allgemeinen Koordinaten die Form:

. —P_ i_ i_
divv=V, v'=v,=

A®P=V V,®=4xGp .

Eine Verallgemeinerung erhdlt man, wenn man die rechte Seite der Gleichung durch eine Funktion f
ersetzt:

Quelle:
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Sir Isaac Newton by Sir Godfrey Kneller, Bt.jpg#/
media/File:Sir Isaac Newton 1702.jpq
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1.1.1 Beschleunigung im Innern der Erde

Eine interessante Anwendung der Feldgleichungen der Gravitation gemdf Newton ergibt sich aus
folgendem Gedankenexperiment: Wiirden wir ein Bohrloch quer durch die Erde bohren, dann
wiirde eine Eisenkugel auch mitten durch die Erde fallen. Allerdings gilt in diesem Fall nicht mehr
das Newtonsche Gravitationsgesetz in der obigen Form.

Um eine entsprechende Aussage liber das Beschleunigungsfeld im Inneren der homogenen
kugelférmigen Massen herzuleiten, konnen wir die Masse der Erde in Abhdngigkeit von der
Position des frei fallenden Kérpers T in zwei Bereiche einteilen, eine Kugel mit Radius r < R
und den Aullenbereich dieser inneren Kugel mit r < r' < Req. Man kann zeigen, dass der
AuBenbereich keinen Beitrag zur Beschleunigung liefert". Genauer gilt:

Auf Massenpunkte im Inneren einer Hohlkugel mit einer homogenen Massenverteilung wirken
keine Kridfte.

AuBerhalb einer Massenverteilung wirkt die Gravitationskraft immer so, als wire die gesamte
Masse im Massenmittelpunkt konzentriert.

Bohrloch

Teilchen

Abbildung: Teilchen bewegt sich unter dem Einfluss der Gravitation durch die Erde, Quelle:
Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

13 Siehe: http://wwwex.physik.uni-ulm.de/lehre/krm-2008-2009/node19.html#SECTION00572500000000000000
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Deshalb ist die Beschleunigung an der Oberfldche der inneren Kugel:

— G . mInnen
aGInnen i 2
r

An der Erdoberfldche haben wir laut Gravitationsgesetz eine Beschleunigung von:

mErde

RZ

aErde=G.

Berechnet man das Verhdltnis beider Beschleunigungen, so erhalten wir:

G‘ mErde
2 2
aErde — R — MErde r_

2
aInnen G . m Innen m Innen R

2
r

Da wir eine homogene Massenverteilung angenommen haben, ergibt sich fiir mErde=§JrR3 und

fiir m,nnen:§ ar’ . Setzt man dies in die Gleichung von oben ein, so liefert das:

aErde — B

aInnen r

r

a —-a
Innen Erde
R

-

- . r
bzw. aInnen_ e aErde E

Die Beschleunigung zeigt immer in die umgekehrte Richtung des Ortsvektors T , was das negative
Vorzeichen in der Vektorgleichung erkldrt. Es handelt sich um ein lineares Kraftgesetz und
entspricht deshalb einer harmonischen Schwingung. Dies bedeutet, dass sich im Idealfall die durch
das Bohrloch fallende Eisenkugel hin und her bewegt.
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1.2 Die Postulate der Allgemeinen Relativitédtstheorie

Mit KS sollen beliebige Bezugssysteme bezeichnet werden, die im Allgemeinen beschleunigt sind
und krummlinige Koordinaten besitzen. Ein Ansatzpunkt fiir die Allgemeine Relativitdtstheorie oder
die Verallgemeinerung der Newtonschen Feldgleichung der Gravitation ergibt sich aus den
Maxwell Gleichungen, die kovariant unter Lorentztransformationen sind.

Wirkt eine Kraft auf eine Masse, dann wird sich der Bewegungszustand der Masse dndern. Die
Anderung des Bewegungszustandes — der Geschwindigkeit — wird zeitlich gesehen langsamer sein,
je groler die Masse ist, wenn die Kraft konstant gehalten wird. Man nennt diese Verhalten von
Massen beziiglich konstanter Krdifte, die auf sie wirken und den Bewegungszustand dndern, auch
das Verhalten einer trdgen Masse. In der Newtonschen Mechanik gilt:

mt,-g,=mt,-g, .falls die Kraft konstant ist.
Damit erhdlt man:

mt, _g,
mt, g,

Je gréBer die Masse m, bezogen auf m, ist, umso grélSer ist die Beschleunigung der kleineren
Masse m, gegeniiber der gréferen Masse m, . Das Beschleunigungsverhdltnis verhdlt sich
umgekehrt proportional zum Masseverhdltnis.

Ldisst man unterschiedliche Kdrper mit unterschiedlichen Massen reibungsfrei an der Erdoberfldche
senkrecht herunterfallen, dann fallen beide Korper gleich schnell unabhdngig von ihren trégen
Massen. Die Beschleunigung beider Korper ist also gleich, und damit gilt fiir die Krdfte:

F,=g-mt, und F,=gmt, . Physikalisch kann man die beiden Krdfte F, und F, iiber

eine Federwaage messen. Dann hat man F ,=ms,-a und F,=ms,-a . Die beiden Massen
ms,, ms, nennt man schwere Massen. Bildet man das Verhdiltnis beider Gleichungen, erhdlt man:

F, mt, ms, mt, mt,
—=——=—— oder —=——-
F, mt, ms, ms, ms,

. . A . . mt . .
Die allgemeine Relativitdtstheorie geht davon aus, dass immer ——=1 gilt oder dass die schwere
ms

Masse gleich der trdgen Masse ist.

Annahme 1: Schwere Masse ist gleich trdger Masse.

Das ndchste Gedankenexperiment geht auf Einstein zuriick. Einstein wdhlte als Bezugssysteme
Fabhrstiihle. Im ersten Fall ruht der Fahrstuhl im Gravitationsfeld. Das Gewicht eines Objektes im

Fahrstuhl wird mit einer Waage gemessen. Die Fallbeschleunigung des Fahrstuhls sei eine
konstante Grole g. Dasselbe Gewicht wird die Waage aber auch dann anzeigen, wenn der
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Fahrstuhl im gravitationsfreien Raum mit konstanter Beschleunigung g seine Geschwindigkeit
dndert.

Befindet sich der Fahrstuhl in einem Gravitationsfeld im freien Fall, dann wird die Waage kein
Gewicht fiir das Objekt im Fahrstuhl anzeigen. Dies kann wie folgt hergeleitet werden:

Hat ein Objekt mit der Masse m, im Fahrstuhl die Koordinate y' , dann dndert sich diese
Koordinate fiir einen Beobachter im Fahrstuhl nicht, wenn der Fahrstuhl im freien Fall ist. Ein

aullen stehender Beobachter ermittelt allerdings fiir diese Koordinaten den Wert: y=y '+% gt’

Hier ist g die Fallbeschleunigung, die wir als konstant voraussetzen. Bildet man die zweite
Ableitung nach der Zeit, so erhdlt man die entsprechende Gleichung fiir die Beschleunigungen, die
der dufsere Beobachter messen kann: y=y'+g

Dies liefert folgen Gleichung fiir die Kraft: m,y=m,y'+m_g . Da die y Koordinate die Anderung
des Ortes beziiglich des ruhenden Beobachters ist, ermittelt dieser fiir die Beschleunigung y=g

Setzt man das in die Krdftgleichung ein, so ergibt das: m,g=m,y '+m,g oder
(m,—m,)g=m,y"' . Da nach Annahme 1 schwere Masse gleich triger Masse ist, erhlt man:

m,y'=0 ,oder y'=0

Dasselbe gilt aber auch fiir einen mit konstanter Geschwindigkeit bewegenden Fahrstuhl im
gravitationsfreien Raum.

Diese Annahme, dass die schwere Masse gleich der trdgen Masse ist, ist fiir die Allgemeine
Relativitditstheorie eine zentrale Forderung. Deshalb versucht man auch, mit immer besseren
Messmethoden diese Annahme zu bestdtigen.'” So hat man in letzter Zeit (iiber ein
Satellitenexperiment bestdtigen konnen, dass die Gravitationsbeschleunigung auf unterschiedliche
Massen mit einer Genauigkeit von 10~ gleich ist. Allerdings gibt es in der Quantenphysik
Prozesse, fiir die dieses Prinzip nicht gilt. Das scheint auch eine grundlegende Hiirde zu sein, um
die Gravitationskraft mit den anderen Krdften in der Quantenphysik einheitlich darzustellen.
Deshalb suchen die Physiker weiter, ob es nicht doch Verletzungen der 1. Annahme Einsteins im
kleinsten Bereich geben kann.

Annahme 2: Ein ruhendes System im Gravitationsfeld ist dasselbe wie ein beschleunigtes System
im gravitationsfreien Raum.

Einstein ging aber noch weiter und erweiterte die 2. Annahme zum starken Aquivalenzprinzip:
In einem kleinen Labor, dass in einem Gravitationsfeld frei fdllt, sind die Gesetze der Physik

dieselben wie in einem Labor, das sich im gravitationsfreien Raum befindet und sich dort mit
konstanter Geschwindigkeit bewegt.

14 Siehe: https://www.deutschlandfunk.de/einstein-auf-dem-pruefstand-aequivalenz-von-schwerer-und.676.de.html?

dram:article id=321529
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1.2.1 Beispiele frei fallender Bezugssysteme

Als Beispiel fiir ein Labor, das im Gravitationsfeld frei fdllt, kénnen wir die Internationale
Raumstation ISS nehmen. Da sie keine Eigenrotation besitzt, fdllt sie frei im Gravitationsfeld der
Erde. Aber warum fdllt sie nicht herunter? Weil es sich bei der Bewegung um eine Kreisbewegung
um die Erde handelt. Dabei tritt eine konstante Geschwindigkeitskomponente auf, die die ISS
gleichformig und geradlinig von der Erde entfernen wiirde, falls es keine Gravitationskraft gdbe.
Die Internationale Raumstation fdllt also in kleinen Zeitintervallen At um den gleichen Betrag
auf die Erde zu, wie sie sich von der Erde entfernt. Damit kann man die Geschwindigkeit der
Raumstation berechnen.

Abbildung: Die ISS im Punkt A bewegt sich ohne den Einfluss der Gravitationskraft nach Punkt
C und mit Einfluss der Gravitationskraft nach D, Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

Ist R der Radius der Kreisbahn der IS um die Erde. Dann gilt nach dem Satz des Pythagoras:

(R+AR)=R’+(v-At)oR*+2-R-AR+(AR)=R’+(v-At)* .

Dabei muss ARZ%gIs-At2 gelten, wobei g, die Erdbeschleunigung in der Flughdhe h der IS
G.MErde _ G'MErde

(RErde+ h>2 - Rz

von oben ergibt dann unter Vernachldssigung des Terms (AR’ die Néherung:

ist, die man nach Newton wie folgt ausrechnen kann: g,,= . Die Gleichung
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2:R-AR=(v-At)’

oder
2-R-%gIS-At2:v2-AtZ

oder

G-MErde 2
RO

oder

JG'MErdezv
R

Ein Labor, das sich in einem Flugzeug befindet, kann man ebenfalls benutzen, wenn der Pilot die
Maschinen ausstellt. Dies nutzt man bei Parabelfliigen aus, um die Schwerelosigkeit zu erzeugen.
Dabei erreicht der Pilot eine gewisse Starthdhe und schaltet danach die Motoren ab. Vernachldssigt
man entsprechende Reibungskrdfte, so befindet sich das Flugzeug ebenfalls im freien Fall. Die
Flugbahn entspricht dann ndherungsweise einer parabelférmigen Bahn.

Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

Das Labor muss deshalb klein sein, weil die Gravitation nicht homogen ist. Ein Gravitationsfeld ist
nichts anderes als ein Beschleunigungsfeld. Allerdings nimmt die Stéirke des Gravitationsfeldes mit
dem Quadrat des Abstandes ab. Ndihert man sich der Masse, die das Gravitationsfeld erzeugt, dann
konnen bei geringen Abstandsdnderungen sehr starke Unterschiede in der Beschleunigung
auftreten. Man spricht in diesem Fall von Gezeitenkrdiften, die dann auch in einem Labor wirksam
werden konnen. So werden fiir einen Beobachter, der sich mit seinem Fahrstuhl im freien Fall auf
ein Schwarzes Loch befindet, die Gezeitenkrdfte immer stdrker werden, die sich dann auch auf ihn
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selbst auswirken. Sein Fahrstuhl und alles, was sich in ihm befindet, wird in die Ldnge gezogen
oder zu Spaghetti gemacht.

Aullerdem sieht man, dass in einem Gravitationsfeld das Licht abgelenkt wird. Wird ein Lichtstrahl
im frei fallenden Fahrstuhl waagerecht zum Fahrstuhlboden gesendet, so dndert er im Fahrstuhl
seine Héhe zum Boden nicht und verlduft geradlinig. Ein Beobachter, der von aufserhalb des
Fahrstuhls denselben Vorgang sieht, wird zu dem Ergebnis kommen, dass der Lichtstrahl eine
krummlinige Bahn hat, weil sich in seinem unbewegten Bezugssystem die Hohe des Lichtstrahls zur
Waagerechten abnimmt (Siehe Abbildung).

ty =

Quelle: Skript zur Vorlesung von Apl. Prof. Jorg Main. Bearbeitung von Sebastian Boblest,
vorldufige Version SS 2011

Die zweite Annahme Einsteins bezieht sich auf ein Koordinatensystem im Labor. In einem lokalen
Bezugssystem laufen alle Vorgdinge so ab, als sei keine Gravitation vorhanden. Die Transformation
von einem lokalen Bezugssystem, in dem die Gesetze der speziellen Relativitdtstheorie gelten, in ein
beliebiges Bezugssystem KS fiihrt auf Gesetze der Gravitation. Es handelt sich bei dem lokalen
Bezugssystem aber nicht um ein Koordinatensystem, das den vierdimensionalen Euklidischen Raum
beschreibt. Einstein hat mit der Speziellen Relativitditstheorie zeigen konnen, dass unter der
Voraussetzung der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit in jedem Inertialsystem die Gesetze der
Zeitdilatation und Ldngenkontraktion fiir gleichformig bewegte Objekte gelten. Dies entspricht
nicht dem vierdimensionalen Euklidischen Raum, aber einem Raum, der flach ist, also einen
konstanten Metriktensor aufweist. Man nennt diesen Raum den Minkowskiraum.

Der Metriktensor wird normalerweise als Anderung der Bogenlinge entlang einer Kurve c
beschrieben. Wir hatten dafiir schon den Ausdruck:

ds’= g,.j~dqi-dqj
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in allgemeinen Koordinaten hergeleitet. Die Koordinaten im Minkowskiraum sind gegeben durch:

(x',x,y,z)=(—ct,x,y,z) oder (x',x,y,z)=(ct,—x,—y,—z) , wobei ¢t die
Zeitkoordinate ist, c die Lichtgeschwindigkeit bedeutet und x, y, z den rdumlichen Koordinaten in
kartesischen Koordinatensystem entsprechen. Wir wollen deshalb zundchst physikalische Ereignisse
im Minkowskiraum betrachten, der als lokales Bezugssystem fiir das Labor genommen wird, von
dem Einstein in seiner zweiten Annahme ausgeht.
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Kapitel Il: Der Minkowskiraum und die Spezielle Relativitédtstheorie

2.1 Der Minkowskiraum

Wir wollen zuerst einen Raum behandeln, der uns zu den Gesetzen der Speziellen Relativitditstheorie
fiihrt. Er hat in jedem Punkt eine konstante Metrik und ist deshalb ein flacher Raum. Die Metrik
wird iiber das Wegelement beschrieben, weil es die Informationen des Metriktensors enthdlt. Es gibt
zwei Versionen fiir das Wegelement. Die Version, die wir hier wdhlen, hat die Signatur {1, -1, -1,
-1}. Die andere Signatur {-1, 1, 1, 1} fiihrt dann zu dquivalenten Aussagen. Fiir die Anderung des
Wegelementes im Minkowskiraum gilt dann:

ds’=d v — dx*— dy’—dz’

Damit erhdlt man fiir den Metriktensor:

1 0 0 0 -1 0 0 O

0O -1 O 0 0O 1 0O
, oder

O 0 -1 O 0O 0 1 0

0 O 0 -1 0O 0 0 1

wennman ds’=—d Tz+dx2+dy2+ dz® setzt. Die Koordinaten sind (‘L’, X,Vy, Z) . Man setzt
T=cC-t mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ als Konstante, dann hat man folgende Metrik:

ds’=c’dt’— dx’—dy’—dz” .

Der Metriktensor ist dann:

¢ 0 0 0
0 —1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 -1

Da der Metriktensor eine Diagonalmatrix ist, stehen die Basisvektoren des Minkowskiraums alle
senkrecht aufeinander. Wir kénnen uns den Minkowskiraum also als kartesisches
Koordinatensystem vorstellen. Allerdings ist die Ldnge der Vektoren nicht positiv. Man bezeichnet
dies als Pseudometrik. Verwendet man den physikalischen Begriff der Geschwindigkeit, so, wie er in
kartesischen Koordinaten definiert ist, so erhdlt man mit

) dxX’+dy’+dz’
V= 2
dt
oder
vi-dt'=dx*+dy’+dz’
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ds’=c’dt’—dx’—dy’—dz*=c*-dt’— v’ dt* .

oder

2
ds’= cz'dtz(l—%)

Abbildung: Minkowskiraum mit Lichtkegel, Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

Ist v < ¢ dann ist ds® positiv. Diese Punkte oder physikalischen Ereignisse liegen innerhalb des
2

ds 4
Lichtkegels und man nennt sie zeitartig, weil dann durch —22(1——2)-dt2 eine zeitliche

GrolSe definiert ist.

Ist v > ¢, was physikalisch nicht mdglich ist, dann liegen die Punkte oder Ereignisse im
Minkowskiraum aullerhalb des Lichtkegels. Wir nennen diese Punkte dann raumartig, weil wir fiir

sie kein sinnvolles physikalisches Ereignis definieren konnen. Gemdls der Metrik im Minkowskiraum

ds’ v
wdre dann ds® negativ, und die entsprechend zeitliche Grofe —2:(1——2)'dt2 wdre dann
c

negativ. Die Zeit wiirde also riickwdrts laufen.
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Ist v = ¢, dann liegen die Punkte im Minkowskiraum auf der Oberfldche des Lichtkegels. Hier
verschwindet die zeitliche Grolse dt . Man nennt diese Punkte auch lichtartig, weil sie
physikalischen Ereignissen entsprechen, die sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten.
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2.2 Kurven im Minkowskiraum

V=cC

Abbildung 1: Von Maschen Eigenes Werk, Gemeinfrei, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?
curid=18216651

Es soll im folgenden im Minkowskiraum das Koordinatensystem X eines ruhenden Beobachters mit
dem Koordinatensystem X' eines bewegten Beobachters verglichen werden, der sich mit
gleichférmiger Geschwindigkeit v in Richtung des ruhenden Beobachters bewegt. Da die
Geschwindigkeit gleichférmig ist, dndern sich die Richtung und der Betrag der Geschwindigkeit
nicht. Wir kénnen also annehmen, dass die Bewegung des Inertialsystems X' entlang der x-
Achse im Minkowskiraum stattfindet. Fiir das Linienelement ergibt sich: ~ds*=c*-dt’—dx’ . Hier
handelt es sich um den beziiglich der Minkowskimetrik modifizierten Satz des Pythagoras. Die
Abbildung zeigt, wie sich das Koordinatensystem des bewegten Beobachters im Minkowskiraum
verdndert. Die Abbildung zeigt dariiber hinaus, dass bewegte Inertialsysteme im Minkowskiraum
schiefwinklige Koordinatenlinien haben. Diese Koordinatenlinien entstehen durch Drehungen im
Minkowskiraum. Um dies einzusehen, untersucht man die Eigenschaften einer Drehung im
Euklidischen Raum:

2 1 . 2
X =y -sina+y -cosa
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|A]=(x")*+(x*=(y"-cos @—y*sin @)+ (y"sin ar+ y*-cos a)*=(y' P +(y°)’

Der metrische Tensor bleibt in beiden Koordinatensystemen unverdndert:

<gnm>=(1 ?).

0 1

Die Rotation im Euklidischen Raum kann man auch durch folgende Matrix beschreiben:

1 . 1
X |_[cosa —sina| |y
x| \sina cosa | |y’
Drehen wir das Koordinatensystem wieder liber ——«a zurlick, so erhalten wir wieder das
Ausgangssystem.
cosa —sina
Vergleicht man die beiden Transformationen R o . und
SIN & cCos o

cosa sina
—sina cos«a
sind. Man nennt eine solche Matrix die transponierte Matrix R. . R, ist also die

T
Umkehrmatrix zu R, . Es gilt: R,°©R_,=FE . Das ist auch die Gleichung, iiber die die
orthogonalen Transformationen definiert sind. Zusammengefasst konnen wir die Eigenschaft der
Rotation in folgender Gleichung beschreiben:

Ro(gm) R =(gpm)

Natiirlich ist in der obigen Gleichung g, die Einheitsmatrix, weil es sich um den Metriktensor

des Euklidischen Raum handelt. Wir wollen nun nach Transformationen im Minkowskiraum suchen,
die dieselben Eigenschaften wie die Drehungen im Euklidischen Raum haben:

T
Ro ( gnm) oR = (gnm) . Hier st (gnm) allerdings der metrische Tensor im
Minkowskiraum. Dazu machen wir folgenden Ansatz:

R =

o so stellt man fest, dass die Zeilen in R, die Spalten von R_

a

abo—l Ooa cl_|(a bo—a —c:—a2+b2 —ac+bd:—10
c d 1)\b d/ " \c d/ b d) \—ac+bd —c*+d*) |0 1
Dies liefert:
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a’—b’=1 cosh’(®)—sinh’(®)=1
d’—c’=1 cosh’(®)—sinh*(d®)=1
bd—ac=0

Zu den Gleichungen rechts stehen die analogen Gleichungen der hyperbolischen Winkelfunktionen.
Damit erhalten wir fiir die Drehmatrix im Minkowskiraum:

cosh(®) sinh(®)

R= sinh(w) cosh(®)

Wie man in der Abbildung 1 sieht, entsteht das Koordinatensystem des bewegten Beobachters im
Minkowskiraum durch Drehung um den hyperbolischen Winkel ®@. Im blauen — den zeitartigen —
und im weillen — den raumartigen — Bereich sind die hyperbolischen Koordinatenlinien zu sehen.
Wird die Geschwindigkeit des Inertialsystems immer gréBer werden, so werden sich die
Koordinatenachsen des bewegten Beobachters im Minkowskiraum immer mehr der
Winkelhalbierenden dem Ereignishorizont néhern.

Eine gleichférmige Bewegung im zweidimensionalen Minkowskiraum ist also eine Gerade mit
einem Steigungsfaktor groer 1 im zeitartigen Bereich und einem Steigungsfaktor kleiner 1 im
raumartigen Bereich. Um die Linien besser zeichnen zu kénnen, setzen wir wieder c=1. Damit
ergibt sich die Koordinatenlinie t' (blaue Gerade, Abbildung 2) fiir ein Inertialsystem, dass sich
mit der Geschwindigkeit v gleichformig bewegt. Die x' Koordinatenlinie erhdlt man dann
durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden (v=c) . Da wo die blaue Koordinatenachse t'
die roten Hyperbeln im zeitartigen Bereich (hellgriiner Bereich) schneiden, ist die Geschwindigkeit
konstant. Wie oben gezeigt wurde, entstehen die blauen Geraden — die Koordinatenlinien der
Inertialsysteme — durch eine Drehung im Minkowskiraum.

Geraden  im  raumartigen  Bereich  wiirden  gleichférmigen = Bewegungen  mit

Uberlichtgeschwindigkeit bedeuten, was physikalisch keinen Sinn ergibt, weil die
Lichtgeschwindigkeit in jedem Inertialsystem konstant ist.
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Abbildung 2: Kurven konstanter Geschwindigkeit und konstanter Beschleunigung im
Minkowskiraum, Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei
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2.3 Die Spezielle Relativitédtstheorie
2
S
Ist ds’ groBer als 0, dann ist —- groBer als 0, und wir kénnen die rechte Seite der Gleichung
c
als zeitliche Anderung d T ansehen:

2
d 1’22(1—v—2)-dt2 oder
Cc

2
d 7=41—-dt
c

Durch Integration erhalten wir dann fiir die zeitliche Anderung die Formel der Zeitdilatation:

~

2

AT= dt oder

~

1

V

_2
AT_H 1——
Die zeitliche GréBe AT entspricht der Eigenzeit oder der Zeitmessung des bewegten
Beobachters, der sich gleichformig mit der Geschwindigkeit v gegeniiber einem dazu relativ

ruhenden Beobachter bewegt. Sie wird auch mit At' bezeichnet. Die zeitliche GroBe At
entspricht dann der Eigenzeit oder der Zeitmessung dieses ruhenden Beobachters.

Multipliziert man die Gleichung fiir die Zeitdilatation mit der Lichtgeschwindigkeit, so erhdlt man:
2

' \4 . .. . .
Ax'= (1— ?) -AX .oder mit der Bogenlinge parametrisiert.

Dabei entspricht A x der Eigenldnge eines Gegenstandes im ruhendem System und A Xx' die
Ldnge des Gegenstandes, die der Beobachter im bewegten System misst. Damit erhalten wir
folgende Ergebnisse:

1. Zeitdilatation: Bewegte Uhren laufen langsamer als ruhende Uhren. Der Faktor, um den die
Uhr im bewegten Inertialsystem relativ zum ruhenden Inertialsystem X langsamer Ilduft ist

2. Lingenkontraktion: Bewegte Ldngen werden kiirzer gemessen als ruhende Ldngen. Nimmt ein
Beobachter in einem bewegten Inertialsystem X‘ einen Gegenstand, dessen Ldnge im ruhenden
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Inertialsystem X mit der Ldinge L0: A x gemessen wurde, mit auf die Reise, dann wird der

bewegte Beobachter ebenfalls die Ldnge LOIAX messen, weil der Gegenstand in seinem
Inertialsystem in Ruhe ist. Fiir den ruhenden Beobachter erscheint der Gegenstand im X

Inertialsystem als bewegter Gegenstand mit der Ldnge L=AX" . Die Léinge L des bewegten

v
1-=
c
werden kiirzer gemessen als ruhende Ldngen. Wird der Gegenstand von bewegten Beobachter in
das System des ruhenden Beobachters geworfen und kommt dort zum Stillstand, dann misst der

ruhende Beobachter die Léinge des Gegenstandes gréBer als der bewegte Beobachter.

Gegenstandes verkiirzt sich also beziiglich der Ruheldnge L, um . Bewegte Lcingen

Wir kénnen mit Einstein also fiir die Spezielle Relativitdtstheorie folgende Postulate aufstellen:
Postulate der Speziellen Relativitdtstheorie fiir Inertialsysteme:

1. Das Relativitiitsprinzip: «Wird ein Koordinatensystem K so gewdhlt, daB8 in bezug auf dasselbe
die physikalischen Gesetze in ihrer einfachsten Form gelten, so gelten dieselben Gesetze auch in
Bezug auf jedes andere Koordinatensystem K¢ das relativ zu K in gleichférmiger
Translationsbewegung begriffen ist. Dieses Postulat nennen wir ,spezielles Relativitdtsprinzip“.
(Albert Einstein, ANNALEN DER PHYSIK, VIERTE FOLGE, Band 49, S. 770, 1916)

2. Die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: ,,Die spezielle Relativitiitstheorie weicht also von der
klassischen Mechanik nicht nur durch das Relativititspostulat ab, sondern allein durch das
Postulat der Konstanz der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit, aus welchem im Verein mit dem
speziellen Relativitdiitsprinzip die Relativitdit der Gleichzeitigkeit sowie die Lorentztransformation
und die mit dieser verkniipften Gesetze iiber das Verhalten bewegter starrer Kérper und Uhren in
bekannter Weise folgen.»

(Albert Einstein, ANNALEN DER PHYSIK, VIERTE FOLGE, Band 49, S. 770, 1916)

Folgerung 1: Massenzunahme bewegter Massen

X bewegt sich mit gleichférmiger Geschwindigkeit entlang der x-Achse eines relativ dazu in Ruhe
seienden Koordinatensystem X. Die y‘ und z‘ Koordinaten dndern sich also nicht: y‘=y und x‘=x.
Senkrecht zur Bewegungsrichtung entlang der y‘-Koordinatenlinie bewegt sich eine Masse m, mit
gleichformiger Geschwindigkeit vo. Der Impuls gemessen im X System ist:

T 1
p_mOVO_mOtc

Dabei ist my die Masse gemessen im X Inertialsystem. Im X Inertialsystem dndert sich wegen y‘=y
die Linge L nicht. Die Geschwindigkeit V, wird wegen der Zeitdilatation allerdings kleiner
ausfallen:
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Da der Impuls aber in beiden System gleich grok ist, muss M-V 'OZm'V0 gelten. Dies geht

nur, wenn die Masse m sich vergréert: M=

Folgerung 2: E = mc*
In der Speziellen Relativitdtstheorie ist der Impuls eines Korpers gegeben durch

Nach v aufgeldst erhdlt man:
c P
\/ C l’)’l0 + p

E:IF-dszf—ds fvdp f\ﬁdp \/c m,"+ p*-c’

Folgerung: Ein Korper, der sich in Ruhe p=0 befindet, hat eine Ruheenergie von

2
E=m,c
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Die erste Uberpriifung der Speziellen Relativitdtstheorie wurde iiber die Lebenszeit (Eigenzeit) des
Myon experimentell nachgewiesen. Diese Teilchen entstehen durch die kosmische Strahlung in der
oberen Atmosphdre der Erde. Da das Myon nur eine mittlere Lebensdauer von 2,1969811-107° s
hat, kénnte es auf der Erde nicht nachgewiesen werden, auch wenn es sich mit anndhernd

Lichtgeschwindigkeit bewegt. Der Grund ddfiir, dass Myonen auch auf der Erdoberfldche detektiert
werden konnen, liegt in der Zeitdilatation.

Quelle: https://www.publicdomainpictures.net/en/view-image.php?image=151799&picture=e-
mc2-albert-einstein
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Kapitel lll: Die klassische Mechanik

3.1 Schwarzschildradius klassisch

Man betrachte eine kugelférmige Masseverteilung mit homogener Massendichte o also mit der

Masse M :%'ﬂ" R’ , wobei R der Radius der Kugel ist. Die Beschleunigung auBerhalb der Kugel

ist dann nach Newton: a(r):G'iVI mit r=R . Die Arbeit, um einen Kérper mit Masse m aus
r
dem Gravitationsfeld zu beférdern, ist dann: f G-]\/f-m dr= G-]\;I-m :_G-J\I;I-m . Da die
R r R

kinetische Energie genauso grol$ sein muss, erhdlt man fiir die Fluchtgeschwindigkeit:

1 2. G-M-m
E.rn.v -

oder Vv’= 2CehY
R R

Fiir lichtartige Punkte im Minkowskiraum gilt v=c. Damit ergibt sich:

=2G-2M Gl RS=2G-2M
c c

R

Rg ist also der Radius des Ereignishorizontes fiir eine kugelférmige Masseverteilung mit homogener
Massendichte p . Man nennt diesen Radius auch Schwarzschildradius, weil er von Karl
Schwarzschild™ als Losung der einsteinschen Feldgleichungen gefunden wurde. Wir werden spiter
darauf zurtickkommen. Nach der Formel hat jedes Objekt, das eine Masse besitzt, einen
Ereignishorizont. Bei der Masse unserer Sonne wiirde man fiir den Schwarzschildradius einen
ungefdhren Wert von ca.. 3 km erhalten. In unserem Planetensystem wiirde das Licht ausgehen,
wenn die Masse der Sonne sich in einer Kugel mit ca. 3 km Radius befinde, oder wenn die
Massendichte der Sonne entsprechend grofs wdre. Flir die Planetenbahnen hdtte dies aber keine
Auswirkungen.

Stellen wir uns ein Labor vor, dass sich im freien Fall auf ein Objekt befindet, das einen aulserhalb
des Objektes liegenden Schwarzschildradius hat. Im Labor werden in jeder Sekunde (Eigenzeit im
Labor) Lichtimpulse ausgesendet, die ein relativ dazu ruhender Beobachter auf der Erde empfdngt.
Aufgrund der Zeitdilatation werden die Lichtimpulse mit immer grdlseren Abstdnden beim ruhenden
Beobachter ankommen. Befindet sich das Labor im Ereignishorizont, so kann der Beobachter auf
der Erde nichts mehr empfangen. Das Labor kann sich aber trotzdem weiter im freien Fall
bewegen, wenn das kugelférmig Objekt mit homogener Masseverteilung einen Radius hat, der
wesentlich kleiner als der Schwarzschildradius ist. Damit wird der Beobachter im Labor sich
problemlos durch den Ereignishorizont auf das Objekt im schwerelosen freien Fall bewegen
konnen. Die Signale, die er an den Beobachter auf der Erde schickt, werden dort allerdings nie
ankommen.'®

15 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Karl Schwarzschild und https://de.wikipedia.org/wiki/Martin Schwarzschild
16 Siehe: Seite 77 Minkowskiraum
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Die Formel fiir die Fluchtgeschwindigkeit” v’= ZGR'M oder v= 26t

erlaubt noch eine

weitere Interpretation. Bewegt sich ein Beobachter mit derselben gleichférmigen Geschwindigkeit

in einem Inertialsystem im gravitationsfreien Raum, so werden die Uhren dieses Beobachters in

Bezug auf eine Uhr eines ruhenden Beobachters im gravitationsfreien Raum wegen der
2

2 10 . \%
Zeitdilatation um dem Faktor 4/1—— langsamer laufen. Ersetzt man den bewegten Beobachter

c
durch einen ruhenden Beobachter und die Geschwindigkeit des bewegten Beobachters durch die
Fluchtgeschwindigkeit auf einem kugelférmigen Planeten mit Radius R, dann wird auch dessen Uhr
gegeniiber einem ruhenden Beobachter mit dem Faktor

2G-M
1- 2
R-c
20(r
1+ (r)
2
c
; . o : G-M
langsamer gehen. In der zweiten Gleichung steht das Gravitationspotenzial ®(r)=— o das

sich durch Integration der Beschleunigung a(r)= G.iv‘,-é'r ergibt. Man nennt dieses Verhalten
r

der Zeit die gravitative Zeitdilatation. Die Uhren auf dem Mond laufen also schneller als die Uhren

auf der Erde. Und die Uhren auf der Erde laufen schneller als die Uhren auf der Sonne, falls es

solche Uhren dort iiberhaupt geben kann.

Die Quantentheorie postuliert, dass sich Energie nur in kleinsten Gréfen dndern kann. Diese
sprunghaften Anderungen der Energie wird mit dem Planckschen Wirkungsquantum beschrieben.
Nach den physikalischen Gesetzen bedeutet dies aber auch, dass es entsprechenden Grenzen fiir die
Messbarkeit von Ldngen und Zeiten und daraus abgeleitete GréBen wie Beschleunigung und
Frequenz geben muss. Die kleinste Lcinge ist die Planckldnge und entspricht dem Wert von 1,616 -

1073° m.

Berechnet man die Energie elektromagnetischer Strahlung, so erhdlt man nach Einstein: E=h-f
oder E=h-w . Multipliziert man die Gleichung mit der Wellenldnge der elektromagnetischen

Strahlung, so erhdlt man A-E=h-A-f=h-c . Aufgelost: ﬂzh% . Setzt man fir E=m-c’ , so

erhdlt man die Compton-Wellenldnge AC:L . Den reduzierten Schwarzschildradius einer

. ~_Gm
Masse m, kann man iiber ry=

-— angeben. Multipliziert man mit der Compton-Wellenldnge, so
c

17 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/John Michell
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erhdlt man: A, fg= G.2m~/1C=G'2m- h =G.3h . Fiir die Planckldnge setzt man: A =r=I, .
c ¢ mc ¢
i ; . " _ |G-h
Dies liefert die Formel fiir die Planckldnge: 1,=4/—
c

Die Plancklinge ist die kleinste physikalische mégliche Ldnge. Objekte, die eine kleinere Ldnge
hdtten, wiirden sofort aus der physikalischen Welt verschwinden — wie ein Schwarzes Loch, dessen
Inneres wir nicht messen kénnen.

Die kleinste Zeit, die man theoretisch messen kénnte, entspricht dann der Planck-Zeit und hat einen

Wert von 5,391 - 107# [s]. Damit erhdlt man iiber die Formel fiir die Lichtgeschwindigkeit
c=f-A fiir die gréte Frequenz, die man messen konnte. Die Planck-Frequenz hat einen Wert

von 1,855 - 10%3 [s']. Fiir die Planck-Beschleunigung erhdlt man einen Wert von 5,56 - 10°1 [ms™].

Wir haben schon den Ereignishorizont fiir ein schweres kugelférmiges Objekt mit homogener
Massenverteilung berechnet. Dabei sind wir davon ausgegangen, dass das Objekt selbst einen
kleineren Radius hat. Nimmt man nun an, dass an der Oberfldche des Objektes die Planck-
Beschleunigung vorliegt, so erhalten wir fiir den Radius des Objektes folgende Abschdtzung nach
Newton:

a _G-M
Planck R2 .
R= G-M
A pianck
. Ry-c’
Der Vergleich mit dem Radius fiir den Ereignishorizont R = 2G2M liefert mit G-M= EZ
c
_ IQE'C2
aPlanck_F

Damit erhdlt man fiir die kleinste Ausdehnung eines kugelférmigen Objekts mit homogener

Masseverteilung:
R
R, =c: £
Grenz \/2 a

Planck

Dies entspricht einem Radius von ca.

R,,,~2,845-10"°-|R, .

Grenz
Dies ist der kleinste Radius, den ein Schwarzes Loch annehmen kann. Er ist wesentlich kleiner als
der Schwarzschildradius aber doch wesentlich groBSer als die Plancklicinge. Ist die Massendichte des

Schwarzen Lochs so bemessen, dass Radien zwischen R ,,..<R=<R liegen, dann handelt es
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sich um ein Schwarzes Loch. Die minimale Massendichte ergibt sich tiber den Schwarzschildradius
R und die maximale Massendichte aus dem Radius R

Grenz

Die Energie eines Photons berechnet sich zu E=h-f . Dabei ist h das Plancksche
Wirkungsquantum, das den Wert 6,626 070 040 - 10~ Js hat.

Wird ein Lichtstrahl auf ein Objekt gesendet, das eine grolse Masse besitzt, dann wird sich die
Frequenz des Lichtstrahls erhohen.

«In 1960, R. POUND and G. REBKA, Jr. at Harvard University conducted experiments in which
photons (gamma rays) emitted at the top of a 22.57 m high apparatus were absorbed at the bottom,
and photons emitted at the bottom of the apparatus were absorbed at the top. The experiment
showed that photons which had been emitted at the top had a higher frequency upon reaching the
bottom than the photons which were emitted at the bottom. And photons which were emitted at the
bottom had a lower frequency upon reaching the top than the photons emitted at the top. These
results are an important part of the experimental evidence supporting general relativity theory
which predicts the observed "redshifts" and "blueshifts.»

Zitiert aus: https://www.leifiphysik.de/quantenphysik/quantenobjekt-photon/versuche/photonen-
im-gravitationsfeld

Da die Frequenz des Photons hichstens die Planck-Frequenz annehmen kann, ist die maximale
Energie des Photons E=hfp,.. - Photonen dndern bei Energieaufnahme nicht ihre
Geschwindigkeit, weil die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum die maximale Geschwindigkeit ist, die
wir mit physikalischen Apparaturen messen kénnen. Deshalb erhéht sich die Frequenz des Photons.
Wenn ein Photon sich auf dem Weg auf ein Schwarzes Loch befindet, kann es also als Photon
liberleben, wenn zwischen dem Ereignishorizont und dem Radius des Schwarzen Lochs noch
geniigend Abstand vorhanden ist. Aber was passiert mit dem Photon, wenn es schon vorher die
Grenzfrequenz erreicht hat? Auch hier gibt die Spezielle Relativitdtstheorie eine Antwort:

2
E:mo'c

h' fPlanck _
— =
C

0

Die maximale Energie eines Photons bei der Planck-Frequenz entspricht einer Ruhemasse von ca.:
_ ~7
m,=1,366-10""kg .

Wenn im Fahrstuhl eine Lichtquelle ist, dann wiirden diese Effekte im freien Fall auf ein Schwarzes

Loch auftreten, wenn die Gezeitenkrdfte entsprechend stark genug sind. Die Stdrke der

Gezeitenkrdifte erhdlt man ndherungsweise iiber die Anderungsrate der Gravitationskraft:

dF(R):i(G.m.ZMSL 'm~M5L-2-Ar
dR R 3

Objektes mit dem Radius Ar und dem Abstand R vom Schwarzen Loch mit der Masse Ms.. Das

)-dR  oder F.,=G . Dabei ist m die Masse eines
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Licht auf seinem Weg von der Lichtquelle zum Ende des Fahrstuhls wiirde immer kurzwelliger
werden. Am Ende des Fahrstuhls wiirde es fiir einen Menschen dunkel sein, weil inzwischen durch
die Blauverschiebung unsichtbares UV-Licht beim Beobachter ankommt. Da aber
2:G-M
C2

SL

R=Ar+ ist, zeigt die Formel auch, dass Schwarze Lécher mit einem sehr grolsen

2:-G-M
Ereignishorizont RS:—ZSL geringere Gezeitenkrdfte aufweisen als Schwarze Lécher mit
c

kleinerem Ereignishorizont. Vernachldssigt man Ar « Rs, dann vereinfacht sich die Rechnung zu:
6 2
= Azr C2 = AZ € :Ar-£2 , was zeigt, dass die Gezeitenkrdfte nahe des
4-GMg R R,
Ereignishorizontes mit dem Quadrat der Masse des Schwarzen Lochs abnimmt. Die Person im
Fahrstuhl kénnte also verstrahlt werden, und die Gezeitenkrdifte konnten sie in Einzelteile zerlegen,
wenn das Schwarze Loch wegen geringer Masse einen kleineren Schwarzschildradius Rs aufweist.

Gez

Beschleunigungsunterschied pro Meter zq

8 6 ) 2 a 2 4 6 8 10 1z 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Sonnenmassen

Beschleunigungsunterschied pro Meter am Ereignishorizont eines Schwarzen Lochs

Der Breit-Wheeler-Effekt beschreibt, wie sich Licht in Materie umwandeln Idsst. Durch
Photonenkollision wird ein Elektron-Positron Paar erzeugt. Stuard Mangles, Physiker am Imperial
College London und Kollegen vom Max-Planck-Institut fiir Kernphysik wollen durch eine bestimmte
Versuchsanordnung durch die Kollision zweier Laser Photonen Energie in Materie umwandeln, um
somit den Breit-Wheeler-Effekt experimentell nachzuweisen. Welche Frequenz die Photonen haben
miissen, kann man dann tiber h-f=m-c*> berechnen.
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3.2 Schwarzschilddichte und Ereignishorizont des Universums

Wir wollen den Schwarzschildradius, also den Radius des Ereignishorizontes R,= , fir

eine Sonnenmasse berechnen. Setzt man die Werte fiir die Sonnenmasse 1,98892-10°kg und die
Gravitationskonstante aus der Abbildung unten ein, so erhdlt man einen Wert von ca. 2950 m oder
ca. drei Kilometer Schwarzschildradius pro Sonnenmasse.

6000
5000 =
Masse in Sonnenmassen
4000
3000

2000

1000

0 of f 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000

Scharzschild Radius in km
-1000

Abbildung: Linearer Zusammenhang zwischen Schwarzschildradius und Sonnenmassen,
Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

Folgende Uberlegungen sollen zeigen, dass es auch einen Ereignishorizont gibt, obwohl die
2G-M

2
c

erhdlt

Massendichte sehr klein ist. Aus der Formel fiir den Schwarzschildradius Rg=

3 3
man fiir das Schwarzschildvolumen VE=§-JI-R3E , oder VE=§'E'M
c

Damit ergibt sich fiir die Schwarzschilddichte pg :‘Z\//I_ ein Wert von:
E

= 3.¢°
327G M?

Man sieht aus dieser Formel, dass man fiir entsprechende grolse Massen entsprechend geringe
Massendichten p erhlt.
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Physikalische Eigenschaften (bezogen auf das
beobachtbare Universum)

Radius > 45 Mrd. Ljl1!

Masse (sichtbar) ca. 1093 kg

Mittlere Dichte ca.4,7-10730 g/cm?
Alter 13,81 0,04 Mrd. Jahrel?!
Anzahl Galaxien ca. 200 Mrd.[?!
Temperatur

2,7
Hintergrundstrahlung

)
Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Universum

Berechnet man den Schwarzschildradius des sichtbaren Universums aus obigen Daten, so liefert
das einen Wert von ca. 1.5-10° km=1.5-10m , wenn man den Néiherungswert von 2-10*kg
fiir die Sonnenmasse nimmt. Damit ist der Ereignishorizont des Universums ca. 1,5856-10"Lj ,
das entspricht ca. 16 Mrd. Lj. Wenn innerhalb dieser Grenze die gesamte sichtbare Materie sein
sollte, dann darf der Ereignishorizont des Universums nicht kleiner sein. Dies wiirde ja bedeuten,
dass ein Teil des sichtbaren Universums aullerhalb des Ereignishorizontes des sichtbaren
Universums ldge.

Atome

Dunkle
4,6% Energie
72%
Dunkle
Materie
23%

HEUTE

[

Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Dunkle Materie

In der Abbildung ist zu sehen, dass man heute davon ausgeht, dass das Universum zu ca. 23 % aus
Dunkler Materie und ca. 4 % aus normaler Materie besteht. Das bedeutet, dass ca. 5.75 Mal soviel
Dunkle Materie wie sichtbare Materie im Universum vorhanden ist. Dadurch erhéht sich die Masse
des Universums um das 6,75-fache der sichtbaren Masse und somit auch das 6,75-fache des
soeben berechneten Radius des Ereignishorizontes. Jetzt ist es liberhaupt erst moglich, dass unser
Universum einen Ereignishorizont haben kann, der gréBer als der geschditzte Radius unseres
Universums ist und so auch geniigend Platz fiir die sichtbare Materie hat. Die dunkle Materie
wurde durch Beobachtung der Umlaufgeschwindigkeiten von Sternen und Zwerggalaxien in
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AuBenbezirken (siehe folgende Abbildung) von Galaxien entdeckt.

https://www.youtube.com/watch ?v=A8bBhkhZtd8.

Rotationsgeschwindighkeit
\

Siehe dazu

!rr.'ﬁhu.c.f et

_"“'-—-.___LrJ_En’_'f.:(;lri net

Abstand vern Zentrum

>

Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Dunkle Materie

auch

Wie man sieht, ldsst es sich innerhalb eines Ereignishorizontes recht gut leben, wenn die
Massendichte nicht allzu grofs ist. Und die geschdtzte Massendichte des Universums ist ja sehr
gering, aber nicht konstant. Im Gegenteil, unser Universum dehnt sich mit immer grofer werdender
Geschwindigkeit aus. Die Massendichte wird also noch kleiner werden im Laufe der Zeit. Also muss
es eine Ursache fiir diese Ausdehnung geben. Die Erkldrung ddfiir ist die Dunkle Energie, die
gemdls Abbildung den gré8ten Anteil von geschdtzt ca. 72 % der angenommenen gesamten Energie
im Universum ausmacht. Die Dunkle Energie, die vielleicht von aullerhalb des Ereignishorizontes
unseres Universums stammt? Jedenfalls wiirden Bewohner dieser Region der Dunklen Energie
nichts von unserem Universum bemerken, weil es sich hinter dem Ereignishorizont versteckt, so wie
sich ein Schwarzes Loch hinter seinem Ereignishorizont vor uns versteckt.
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3.3 Hamiltonsche Mechanik*®

Die Hamiltonsche Mechanik untersucht Bewegungen im Phasenraum, der durch die
Ortskoordinaten ~ q=(q,,...,q,) und Impulskoordinaten ~ p=(p,,...,p,) gegeben ist. Die
Hamiltonsche-Funktion H(t,q,p) eines Systems von Teilchen ist ihre Energie als Funktion des
Phasenraums. Sie bestimmt die zeitliche Entwicklung der Teilchen beziiglich ihres Aufenthaltsortes
und ihres Impulses. Dabei gelten folgende Gleichungen:

dq, _0H dp, _0H
—E=Z— und ——=_—
dt 0O p, dt 0q,

Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen folgt aus dem Hamiltonschen Prinzip der stationdren
Wirkung. Physikalische Felder und Teilchen nehmen danach fiir eine bestimmte Grolse einen
Extremwert (Minimum oder Maximum) an. Die Wirkung erweist sich in vielen Fdllen nicht als
minimal, sondern nur als stationdr, d. h. extremal.

3.3.1 Das Fermatsche Prinzip

Ein Beispiel ist das Fermatsche Prinzip, nach dem ein Lichtstrahl in einem Medium von allen
denkbaren Wegen vom Anfangspunkt zum Endpunkt den Weg mit der geringsten Laufzeit durchlduft.

Dies wollen wir am Beispiel der Lichtbrechung ausrechnen.

18 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/William Rowan Hamilton
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15

1 Zeitlich kiirzester Weg

05
Raumlich kurzester Weg
0.5 0 2 2,5 a 3.5 H
—0-5

-1

Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

Das Licht bewegt sich von Punkt A nach Punkt B. Die Grenze zwischen beiden Medien bildet die x-
Achse. Oberhalb der x-Achse ist Luft mit einer angenommenen Lichtgeschwindigkeit von 300.000
km/s. Unterhalb der x-Achse ist ein Medium, in der die Lichtgeschwindigkeit kleiner ist — also
Wasser oder Glas. Eine L.E. entspricht einer Lichtsekunde, sodass die Ldngen die Zeiten
widerspiegeln, die das Licht in dem Medium bendtigt. Dabei ist die Zeit im dichteren Medium
grofser, weil dort die Lichtgeschwindigkeit kleiner ist. Der Proportionalitdtsfaktor entspricht dem
Kehrwert des Brechungsindex.

Man kann diesen Sachverhalt ganz elementar mittels der 1. Ableitung, die aus der Schule bekannt
ist, nachweisen.

Bei dem gewdhlten Koordinatensystem soll x der Schnittpunkt des Lichtstrahls mit der Grenzfldche
zwischen den unterschiedlichen Medien sein. Die Lichtgeschwindigkeit im dichteren Medium soll
um den Faktor 0 < k < 1 kleiner sein als die Lichtgeschwindigkeit im diinneren Medium, also im
Vakuum oder in Luft.

Der Satz des Pythagoras liefert dann folgende Gleichungen:

xX*+By=(k-c't,’ , und (A,—x)’+A,=(ct,] mit der Bedingung: t,+t,=t soll minimal
werden.
Eliminiert man t, und t, aus den beiden Gleichungen, so erhdlt man fiir die zu minimierende

‘+B> k-y(A —x)+A°
Grofe t: t:\/x AN \/( 2 x) Y
kc kc

. Die rechte Seite hdngt nicht mehr von der Zeit ab und
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_VX+B] k(A —x}+A)
ke ke
dariiber die Extremstelle x auszurechnen. f(x) ist dann extremal.

man kann deshalb die Extremwerte von f(x)

berechnen, um

Wir vereinfachen die Gleichung, indem wir c=1, B, = -1, Ax = A, = 1 setzen. Damit erhalten wir die
Funktion:

VX 1+k(1-x)+ 1
a k

f(x)

=
1
-

.

27

0.1 01 02 03 04 05 06 07 08 09 & 1

Abbildung: Extremum fiir k=0,7 bei x = 0,390953, Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

Der zeitlich kiirzeste Weg liegt also bei x=0,390953 wdhrend der rédumlich kiirzeste Weg bei x=0,5
ldge. Berechnet man die entsprechenden Winkelverhdltnisse, so erhdlt man das Brechungsgesetz aus
der Schulphysik.

In der Mechanik ist die Wirkung das zeitliche Integral iiber die sogenannte Lagrangefunktion:
L(t,x,v)

Der Lagrangeformalismus ist in der Physik eine 1788 von Joseph-Louis Lagrange® eingefiihrte
Formulierung der klassischen Mechanik. Die Dynamik eines Systems wird durch eine einzige
skalare Funktion, die Lagrangefunktion, beschrieben. Der Formalismus ist (im Gegensatz zu der
Newtonschen Mechanik, die a priori nur in Inertialsystemen gilt) auch in beschleunigten
Bezugssystemen gtiltig. Der Lagrangeformalismus ist invariant gegen
Koordinatentransformationen. Aus der Lagrangefunktion lassen sich die Bewegungsgleichungen
mit den Euler-Lagrange-Gleichungen der Variationsrechnung aus dem Prinzip der kleinsten
Wirkung bestimmen. Diese Betrachtungsweise vereinfacht viele physikalische Probleme.

19 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis I.agrange
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In der Newtonschen Mechanik ist die Lagrangefunktion durch die Differenz zwischen kinetischer
und potenzieller Energie gegeben:

L(t,x,v)=%-mv2—V(t,x)

Die Wirkung ordnet jeder Kurve y, die ein Teilchen zwischen zwei Zeitpunkten t; und t, durchlduft,

L,
folgenden Wert S(y)=fL(t,X(t),V(t))dt ZU.
4

Das Hamiltonsche Prinzip besagt nun, dass von allen denkbaren Bahnen, die anfcnglich durch x(t)
und x(t;) laufen, diejenigen Bahnen in der Natur durchlaufen werden, die eine stationdire Wirkung
haben. Dies bedeutet, dass die Euler-Lagrange-Gleichung gilt:

OL doL

ox dtov

Setzen wir die Lagrangefunktion der Newtonschen Mechanik in die Euler-Lagrange-Gleichung ein
so erhdlt man die Newtonschen Bewegungsgleichungen:

aix(%.mvz_v(t,x))—_—(—-mvz—v(t,x))=0

—gradV—m-a=0 .
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3.3.2 Brachistochrone

Wir wollen das Hamiltonsche Prinzip am Problem der Brachistochrone verdeutlichen. Dabei fragt
man sich, auf welcher Bahn sich ein Teilchen bewegen muss, damit es in kiirzester Zeit von einem
Anfangspunkt A zu einem Endpunkt B nur unter dem Einfluss der Erdbeschleunigung bewegen
kann.”

25
2
15 f
8 v X
f(x) o ' c
1
\ vy
05
- =)
0 05 1 15 2 25 3
X \

Abbildung: Zwei unterschiedliche Kurven, auf denen sich das Teilchen von A nach B unter dem
Einfluss der Erdbeschleunigung bewegen kann, Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

Fiir die y Koordinate von C gilt: y=f(x) . AuBlerdem ist die 1. Ableitung von f(x) gleich dem

v
Quotienten der  Geschwindigkeitskomponenten v, und V. f'(x)=— nach dem
v

X

20 Siehe: https://www.youtube.com/watch?v=0KjUgPps8vM
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Energieerhaltungssatz gilt: %v2+m-g'y=m-g'y0 . Mit f(0) = yo Damit erhdlt man:

v’=2g-(yo—y)=2g:(f(0)—f(x)) . Fiir v’ gilt nach dem Satz des Pythagoras: v’=vi+v; .
2g:(f(0)—f(x))

Nutzt man vy:f'(x)-vx aus, dann erhdlt man: vX:\/

1+f'(x)2
_ f(0)—f(x)
_ o |f0)=f(x) .,
Vy—‘/ngJW'f (x)

Wie man sieht hdngen die Geschwindigkeitskomponenten nicht mehr von der Zeit, sondern nur von

der Kurve f(x) ab. Damit kann man dann iiber v":% die zeitliche Anderung zu

1 | 1+f'(x)
dx berechnen und die bendtigte Zeit durch Integration

“ V291 £(0)—f ()

_ 1 o] 1 (x)
Lﬁﬂf@#@

dx .

Interessant ist, dass der Integrand eine Definitionsliicke bei x = 0 hat, weil dann der Nenner
verschwindet. Das Integral existiert aber trotzdem. Laut Abbildung ist die Gerade durch die
Funktion  f(x)=3—x darstellbar wdihrend es sich bei der zweiten Funktion um

f(x)Z%x2—2x+3 handelt. Das Herunterrollen entlang der schiefen Ebene bendtigt eine Zeit

von ca. T~1,106 Sekunden, wenn man fiir g~9,81 wdhlt. Das Herunterrollen entlang der
Parabel dauert aber nur T ~1,03044 Sekunden.?!

Gesucht ist also eine Funktion f(x), fiir die die reibungsfreie Abrollzeit eines Korpers z. B. eines
Tennisballs minimal wird.?

12
Die Funktion, die minimiert werden soll lautet: L(x,y,y')= 1 \/1+y mit y = f(x).

_‘/5 Yo~ ¥

21 Berechnungen mit CAS durchgefiihrt
22 Siehe: http://www.math.odu.edu/~jhh/ch54.PDF
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Die notwendige Bedingung fiir eine Funktion y, sodass fL(x, y,y')dx extremal wird, lautet
0

dann:

—————=0 . Hier ist die Wirkung, die extrem werden soll, nicht mehr abhdngig von der

Zeit t, wie es bei den originalen Gleichungen der Fall ist. Die Wirkung, die extrem werden soll,

héngt bei uns von x ab. Es gilt aber: dXZ% und somit: oL Rl 'ﬂ—o worliber man

oy dy” oy
durch Integration folgende Gleichung erhdilt:

oL
2= L=K .
Yoy
oL o (1 [1+y”? 1 y"

Esgilt: y'—=y' === =~ oa
oy’ 7 0y V2g\ yomy V2g(1+y?)(y,~y)

und damit:
1 y” B S €
V29 (1+y I (yo-y) V29V Yomy
1 -1
oder =L
V29 (1+y )-(y,-y)
Weitere Umformungen liefern: (1+y'*)-(y,—y)= 2g1K =<
C
oder (1+y'2): bzw. y'= -1
Yo~ Yo~

Damit kénnen wir die Differenziale separieren und erhalten als Lésung:

Yo— ¥
20 7 gy=dx
\IC—(yo—y)

Das Integral hat leider keine elementare Losung. Deshalb substituiert man y=y,—Csin’6 bzw.
dy=2Csinfcosf0db und erhdlt aus obiger Gleichung:
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. 2
y —Y d :\/ Lo 62 2Csin O cos6db
C— C—Csin” 0

. 2
\/ Csin_0 2Csm(9c059d6—\/£§ZCSinQCOS@d6
1—sin" ¢

. 2
sin’ 8 ————2Csinfcos0db= Sin 02Csin9c059d9
1—sin’6 cos &

Sin 62Csm9c059d9 2Csin*6d 6
cos’ 6

dx=2Csin’ 6d 6

Dies liefert die Lésung fiir x:

x(8)=2C [ sin’9d9=x,+C(H—sinHcos §) .

Mittels der Additionstheoreme fiir die Winkelfunktionen erhdlt man:

x(B):xo+C(0—%sin29) .

Mit sin’ 49:% (1—cos2 6) ergibt sich fiir y:

y(e):yo+g(1-cosze)

=0 und dies liefert dann 6=0. Damit ist auch die

Die Bewegung in der Abbildung startet bei
Bedingung fiir y, erfiillt. Die Bewegung hort bei (3|0) auf. Dies liefert: 3=C(9—%sin29)
—6=C(1—cos20) . Dividiert man, so liefert das:

6
~—1,20601 ir C=——~-—3,43747 .
’ Sachiy 20—sin20

und 0:3+g(1—cos29) oder
1—cos20=sin20—26 . Dies liefert 0

x(B):—3,43747(9—%sin29) , y(B)ZB—M(I—COSZB)

im Bereich —1,20601<6<0 .
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In der folgenden Abbildung ist die schnellste Bahnkurve als rot eingezeichnete Kurve zu sehen. Sie
fallt anfangs sehr schnell ab. Dies bedeutet, dass bei Bewegungsanfang fast die volle
Erdbeschleunigung wirkt und somit das Teilchen maximal beschleunigt. Ab einem bestimmten
Bereich fillt die Kurve fast wie eine Gerade, was bedeutet, dass in diesem Bereich die
Beschleunigung sich nur wenig dndert. Die schwarze Gerade ist die Abrollkurve auf einer Schiefen
Ebene. Hier ist die Beschleunigung wdhrend der gesamten Bewegung konstant. Die lila Kurve ist
die Abrollkurve einer Parabel. Hier nimmt die Beschleunigung von einem Anfangswert stetig ab
und ist im Endpunkt 0.

A

3

2.4

L5

0.5

Abbildung: Die rote Kurve ist der Weg, auf dem ein Korper abrollen muss, um in kiirzester Zeit
von A nach B zu kommen, Quelle: Giinter Opitz-Ohlsen, gemeinfrei

Bemerkung: Die Losung ist Teil einer Zykloide, die als Bewegung eines Punktes auf einem Kreis
entsteht, der sich waagerecht mit konstanter Geschwindigkeit bewegt.
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Kapitel IV: Die Feldgleichungen
4.1 Die Feldgleichungen im materiefreien** Raum

4.1.1 Die Bedingungen an die Feldgleichungen

Die Feldgleichungen im materiefreien Raum entsprechen Bezugssystemen, die das einsteinsche
Postulat®: ,,In einem kleinen Labor, dass in einem Gravitationsfeld frei fillt, sind die Gesetze der
Physik dieselben wie in einem Labor, das sich im gravitationsfreien Raum befindet und sich dort mit
konstanter Geschwindigkeit bewegt. “ erfiillen.

Wir hatten in Kapitel 1.2.1 solche frei fallenden Bezugssysteme kennengelernt. Damit sind die
Bewohner der ISS bei ihrem langen Aufenthalt in der Schwerelosigkeit auch schwerwiegenden
korperlichen Nachteilen ausgesetzt.”

In einem Labor, das sich im gravitationsfreien Raum befindet und sich dort mit konstanter
Geschwindigkeit bewegt, gelten die Gesetze der Speziellen Relativitdtstheorie. Wir kénnen also das
Aquivalenzprinzip wie folgt formulieren: Raumzeit ohne Gravitation ist ein Minkowskiraum,
Raumzeit mit Gravitation ist lokal wie ein Minkowskiraum. Deshalb muss sich der metrische Tensor
der Raumzeit mit Gravitation in einem Punkt auf einen metrischen Tensor des Minkowskiraums
transformieren lassen. Bezeichnet man den metrischen Tensor des Minkowskiraums ohne
Gravitation mit n , dann miissen folgenden Transformationsgleichungen in einem Punkt
P=(qg...,qq) erfiillt sein:

Der mathematische Hintergrund fiir eine solche Metrik ist der Trdgheitssatz von J. J. Sylvester.*
Die Metrik g Idsst sich in einer Orthonormalbasis als Diagonalmatrix mit Eintrdgen +1 darstellen.
Hat die Matrix r Eintrdge +1 und s Eintrdge —1, so spricht man von einer Metrik mit Trdgheit, bzw.
Signatur (r,s). Die Minkowskimetrik hat also die Signatur (1,3) oder (3,1). Die Metrik auf einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit Idisst sich also lokal so transformieren, dass sie einer Metrik im
Minkowskiraum entspricht.

Die Gesetze der Physik, die sich in diesem kleinen Labor nicht dndern, sind die Gesetze der
Energie- und Impulserhaltung. Das bedeutet, dass folgende Gleichungen in diesen Bezugssystemen
erfiillt sein miissen, die aus dem hamiltonschen Wirkungsprinzip folgen:

dq._oH dp,_0H
dt Op, dt 0q,

23 ANNALEN DER PHYSIK, VIERTE FOLGE, s. 802, Band 49, 1916
24 Siehe Seite 83

25 Siehe: https://www.spektrum.de/magazin/der-mensch-in-der-schwerelosigkeit/824981
26 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/James _Joseph Sylvester
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ox dt ov

Die Komponenten der Beschleunigung sind in der Raumzeit in allgemeinen Koordinaten durch die
2 i m n
i_d (g +T dq dq

Gleichung”: a p m e dt

gegeben. Damit hat man Bewegungsgleichungen analog

2 i m n
zum Newtonschen Aktionsprinzip: m-a'=F' .Ist F'=0 , folgt: dd(ZI +I‘;,,,,d(;1t dd(i =0 oder
t
2 i . m n i J
dd—:21=—I‘:,m dd‘i dd—‘i . Parametrisiert man nach der Bogenldnge s:f gijcé—icij—ci dt , so
erhdlt man:
dzqi . dqm dqn 2 X .
=-T ———— mit ds°=g.-dq'-dq’ .
dsz mn dS ds g[] q q

Die Gleichung beschreibt Geoditen in der Raumzeit, die als eine Riemannsche Mannigfaltigkeit®®
aufgefasst wird. Handelt es sich also um ein Bezugssystem, das im Gravitationsfeld frei fdllt, dann
ist die Kurve dieses Bezugssystems in der Raumzeit eine geoddtische Kurve. Verschwinden die
Christoffelsymbole, so handelt es sich um eine gradlinig, gleichférmige Bewegung in einer flachen
Raumzeit. Die Christoffelsymbole beschreiben also die Abweichung der Bewegung in der
gekriimmten Raumzeit von der Gleichférmigkeit der Bewegung in der flachen Raumzeit. Sie sind die
Komponenten des Gravitationsfeldes.”

”Matter tells space how to curve and spacetime tells matter how to move!“*

27 Siehe Seite 74

28 Siehe Kapitel 5.3.1

29 Siehe: ANNALEN DER PHYSIK, VIERTE FOLGE, s. 802, Band 49, 1916

30 Zitiert nach J.A. Wheeler: https://de.wikipedia.org/wiki/John Archibald Wheeler
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4.2 Die Bewegungsgleichungen der ART in Newtonscher Naherung

d2 i i d m d n

Wir hatten als Bewegungsgleichung Z =—an—q—q gefunden. In der klassischen
ds ds ds

Newtonschen  Mechanik  gilt: d=—V ® mit dem Gravitationspotenzial ~®. Die

Bewegungsgleichungen folgen aus dem Hamiltonschen Prinzip mit der relativistischen
Lagrangefunktion: L(t,x,v)Z% mv’—m®—mc® |, wobei auBer der kinetischen Energie T die

Ruheenergie mc? mit beriicksichtigt wird. Klammert man mc” aus, so lautet die Lagrangefunktion:

2
L=—mc*(1+2(22-Y)) .
2 ¢ ¢
2
Ist die Gréle %%(2_%) klein, so hat man in 1. Ndherung iiber die Taylorreihe von
ct <

J1+x die Abschitzung: Vitx~ 1+i . Dies liefert:
g 2

2

L:—mcz\/(1+(zc—(f—z—z))=—mc\/CZ(1+(2C—?—%))

2 2

— \/c2(1+(2c_¢_z_2))

L=—mcw/c2+2cl)—v2

Nach dem hamiltonschen Prinzip bewegt sich ein Teilchen von einem Punkt P, zu einem anderen
P,

Punkt P, auf derjenigen Kurve c, fiir die das Integral det extremal wird oder die Variation
P,

P,
6!Ldt=0 ist. Wir erhalten fiir Ldt den Ausdruck Ldt=—mcV 2dt*+2® dt*—v*dt® und
P

1

mit v:% erhdlt man: Ldt=—mcx/c2dt2+2<;Ddtz—ds2 .

Da —ds’=—dx’—dy’—dz’ in kartesischen Koordinaten gilt, folgt:

Ldt:—mc\/(cz+2cD)dtz—dxz—dyz—dz2 . Damit haben wir die Bewegungsgleichungen in
lokalen Bezugssystem gefunden. Der Metriktensor ist:

ds*=(c’+2 @) dt*— dx*— dy*—dz’
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ds*=c*(1+22) d*— dx*— dy* — dz?
c
oder in Matrixschreibweise:
2
1+22 0 0 o
C
gi= 0 -1 0 0

Der zweite Term gibt in 1. Ndherung an, wie grof8 die Abweichung von der Minkowskimetrik ist.

Fiir eine kugelférmig, homogene Masse M haben wir: CDZ_C:M , und dies liefert:
goozcz—gzcz(l—ng) . Verschwindet die zeitliche Komponente der Metrik in der
cr
Raumzeit, dann erhalten wir den Schwarzschildradius zurtick: 1—2GM =0=>1:2GM und
cr cr
damit:
_2GM
r.,= 2
cr

den wir auch schon klassisch in Kapitel 3.1 berechnet haben. Dartiber hinaus erhalten wir ebenfalls
die gravitative Zeitdilatation aus der Metrik, die wir ebenfalls relativistisch in Kapitel 3.1
angegeben haben:

20 (r)

2
c

¢ de=gpy=c* (14221 o o= I 1, 2017) :'dt#g—H i
C C C C

QU
=y
Il
—_—
[
+
N
S
=
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4.3 Die Kriimmung fiir schwache Felder

Wir  hatten die Formel T

Christoffelsymbole.
1+22 9 0 0

c
Mit (g5)=| 0o -1 0 0

Weil der metrische Tensor aulser fiir

a=b=0. Damit ergibt sich:

o_1 or

ag0r+690r_agOO
0q° 0q° oq

.o lgoo(agoo+agoo_ agoo)

00 2 aqO 6q0 6q0
0
FO%:%QOO ailog mit g00:1+2c—(2D

FO((]): 1 i&q): 1 0D
1_,_@ coq° ’+2® 0¢q°
c

1 oD 0
)=———292L oderda =t
© 2420 aq° 9
1 o@
rl=—s.0%_g
® 2@ Ot

F 121 1r agm_l_agm_agoo
00 aqo aqO aqr

1 u 0dn 09dor 99
59 o T 0 1
oq 0q 0q

fiir ~ die Berechnung der

ab™ o

s_]. sr agar agbr 6gab
g b+ a_ r
27 \oq° 09" oq

1 0 0 0
2D
1+=—-
und damit ") = <
<g ) 0 -1 0 0

Jdoo konstant ist, verschwinden alle Ableitungen aulier fiir

1
und gOO:
1+E

in der Minkowskimetrik:
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0 o
Ly =L golo :%a—l .Analog fiirs = 2,3. Da q'=x' istin der Minkowskimetrik:
20q c oq
I‘Ot :%% . Analog ergeben sich die Christoffelsymbole fiir s = 2, 3. Damit hat man:
¢ 0x

FS_L6<1>

00— o
cox’

fiir s=1,2,3und sonst 0 .

Um den Ricci-Tensor zu berechnen, gehen wir vom Riemannschen Kriimmungstensor aus:

h I

, _or, or/,
R, =——— NI

h I
ijk— aq] ij-'-ri k'rh j_r

Wir miissen also nur Christoffelsymbole beriicksichtigen, fiir die =1, 2, 3 ist und j=k=0.

_0L,, 0Ty
0j0 aq] aqo

h 1 h 1
+Fo o'rh j_FO j'rh 0 -

Rl

Durch Tensorverjiingung |=j erhalten wir den Ricci-Tensor

_ory, oIy,
0j0 aqj aqo

A . . . A
ROOZRJ +I; o'rh]j_ro j'tho

Nun kénnen wir fiir T, fiirj =1, 2, 3 den Term von oben einsetzen:

_ 0 100 aroj' h j h '
°°_aq"?axf_ 8q°]+ro .rh]j_ro j.rhjo

J

ory
Der Term —=! verschwindet komplett, weil die Ableitungen nach der Zeit q’=t

aq
verschwinden.
_1 _&o h h . ; : o
Ry=— P 700 Ty =Ty Iy . Der erste Term in der verbleibenden Gleichung ist die
c”0x 0x

Divergenz des Gradientenfeldes des Potenzials .

1 h j h
ROO:?ACD-'-FO o T ;=T T o
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Der Term T, ist nur fiir h = 1, 2, 3 von 0 verschieden. Dann verschwinden allerdings alle

Terme T, .Also bleibt nur RO():éAd)—FOhj-tho tibrig.

Der Term Fohj ist nur fiir j=0 und h=1, 2, 3 von 0 verschieden. Fiir j = 0 verschwinden aber alle
r,/, .Also bleibt nur:

R()O:_ZA(I)
c
Dies liefert mit A®(r)=4xGp(r)
4G
R, o2 p( )

Raumzeit Kriimmung oder ,,Matter tells space how to curve*,
Bild:https://www.esa.int/var/esa/storage/images/esa_multimedia/images/2015/09/

spacetime curvature/15576375-1-eng-GB/Spacetime curvature.jpg
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Quelle: https://commons.wikimedia.org/wiki/File: EinsteinLeiden4.jpg

Fiir die Herleitung der Feldgleichung benutzt man einen Satz von Hermann Weyl*', der folgende
Aussage hat: Einen symmetrischen Tensor 2. Stufe T, kann man unter bestimmten zusdtzlichen
Bedingungen, wie die Linearitdt der 2. Ableitung, und im Tensor diirfen keine héheren als 2.
Ableitungen vorkommen, wie folgt darstellen:

Rij+a°g,~jR+b-g,-j=K"Tij ,wobei a,b,x freie Parameter sind.

Die Bewegungsgleichungen erfiillen diese Bedingungen, und man kann deshalb diesen Ansatz
benutzen, um die Feldgleichungen herzuleiten.

Dariiber hinaus muss der Tensor R +a-g; R+b-g; , wie der Energie-Impuls Tensor T; *,

divergenzfrei sein, und soll im Minkowskiraum verschwinden.

31 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Hermann Weyl
32 Siehe Anhang A.5
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1
Wir hatten schon gezeigt, dass Rij—i- g;R ¥ divergenzfrei ist. Da der Metriktensor g;

ebenfalls divergenzfrei ist*, erfiillt der Tensor Rij— % g R+b- g; die Bedingung. Somit haben
wir a schon bestimmt. Wir erhalten also die Gleichung:

1 _

Wir hatten schon gesehen, dass man einen kovarianten Tensor 2. Stufe A; durch Multiplikation

mit dem Metriktensor g’ auf einen gemischten Tensor 2. Stufe transformieren kann:
A, gijAl.j , und danach mit Tensorverjiingung i=j die Spur A:: der Matrix Aij erhiilt.
Damit erhalten wir aus Aikgkj:Aij fir i = j: Aikgki:A; . Wir haben den Skalar dann

entsprechend A genannt. Dies kénnen wir nun auf die Gleichung von oben anwenden. Wir
multiplizieren mit g’ und erhalten:

i 1 ij ij ij
Rijg’—E-gijg’R+b-g,.jg’= k- T;g” ,oder

1 ij ij
R—E-gijg’R+b-gijg’=K-T :

K pi )
Betrachtet man A, g'=A! undsetzt A, g, ,dann erhdlt man:

i gkj =gij . Auf der linken Seite steht die Matrizenmultiplikation von g, mit gij . Aber

diese beiden Matrizen sind invers zueinander. Deshalb ist A]=0 die Einheitsmatrix. Die Spur

der Einheitsmatrix hat den Wert 4, weil wir unsere Uberlegungen in der vierdimensionalen
Raumzeit durchfiihren. Das liefert:

R—%4R+4b=K-T ,oder —R+4b=kT oder R=4b—xT .

1
Damit kénnen wir den gefundenen Wert fiir R in die Gleichung Rij_E'gij R+b-gij= K Tij

einsetzen.

1
Rij—E-gij(4b— K'-T)+b-gl.j= kT oder

33 Siehe Seite 76
34 Siehe Seite 71
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_ 1

Die linke Seite soll im Minkowskiraum verschwinden. Da Der Ricci-Tensor im Minkowskiraum
verschwindet und g; im Minkowskiraum die Signatur {-1, 1, 1, 1} bzw. {1, -1, -1, -1} hat, kann die
linke Seite nur fiir b=0 verschwinden. Wir erhalten damit:

_ 1
R,= K-T,.].—E kTg,; .

Um die Konstante ndher zu bestimmen, gehen wir vom Newtonschen Grenzfall aus, der im
Euklidischen Koordinatensystem gilt.

1
Ry,= K'Too_i kT g,

476G o(r)

Darin ist gemdQB letztem Kapitel: Ryy=—
c

Der Energie-Impuls Tensor hat dann nach der Speziellen Relativitdtstheorie nur die Komponente
Ty=p(r)-c® . Also ist T ebenfalls gleich p(r)-c* . Die Metrik im Euklidischen
Koordinatensystem ist die Einheitsmatrix. Also ist hier g,=1 . Somit erhalten wir:

87G

4

4”2(;p(r)=Irp(r)-cz—%lrp(r)-c2=%Irp(r)c2 , und damit fiir die Konstante K=

£ C

1 887G

Ry=5 95 R==3"1;
bzw.
1 _ 8aG
bzw.
_ 8xG T
R;=— " (Tij_Egij)

Dies sind die Feldgleichung der Allgemeinen Relativitdtstheorie.

Die Feldgleichung kann um die kosmologische Konstante A erweitert werden. Dies liefert dann
die erweiterte Feldgleichung:

1 _8xG 1 _8xG
Rij—z-gin+Agij—?TU bzw. RU—E-gin— =

T;+Ag; .
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Kapitel V: L6sungen der Feldgleichungen

5.1 Die linke Seite der Feldgleichung

Die folgende Tabelle soll schrittweise aufzeichnen, wie man durch Koordinatentransformation den
Einsteintensor ausrechnen kann.

Schritt Bedeutung
(3@ erd) (@ (x| Forinnonor

(x"(q'--,q%)) (q"(x',u, 7))

Zax ax

Komponenten des
kovarianten Metriktensors

(g“)= (g.,)

Kontravarianter
Metriktensor als Matrix

2 Wegel
ds = quq'dqf egelement
s 1 049, . og, 049, Christoffelsymbole
ab 2 a qb a qa a qr
! Riemannscher
= 0 Fi' < F Fl K Fh Fih,.rhl . Kriimmungstensor
0 q J 0 q J J

R;=R"

Ricci-Tensor durch
Tensorverjiingung

R=¢"R,

R{=gijkiﬁR=R§

Ricci-Skalar

1

i—R =5 g R

Einsteintensor
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Will man damit die Feldgleichungen ldsen, so muss man einen metrischen Tensor derart
bestimmen, dass der Einsteintensor gleich dem Energie-Impuls-Tensor ist. Die Metrik beschreibt
dann die Raumzeitkriimmung unter einer bestimmten Bedingung, die durch den Energie-Impuls-
Tensor gegeben ist. Die Metrik wird in den Lésungen iiber das Linienelement ds®> angegeben.

Das Gravitationsfeld einer homogenen, nicht geladenen und nicht rotierenden kugelférmigen
Masse wird durch die Schwarzschildmetrik beschrieben. Es handelt sich bei dieser Metrik um die
Lésung der einsteinschen Feldgleichungen. Die dulSere Schwarzschildlésung ist die Vakuumlosung
der Feldgleichungen fiir den Aufienraum einer kugelsymmetrischen homogenen Masseverteilung.
Die innere Schwarzschildlosung beschreibt die Metrik einer homogenen Fliissigkeitskugel. An der
Kugeloberfliche stimmt die Metrik der inneren und dufseren Losung tiberein und ist differenzierbar.

Das Linienelement der duBBeren Schwarzschildlésung sei vorweggenommen und ist durch

dsz=—(1—%)c2dt2+ dr’+r’d @+r*sin*(6) d ¢’

LT
r

2 o 2 2
gegeben. Setztman dQ"=d 32+Sln ( 6) d ¢ , so erhdlt man die einfachere Formel:

1

T
r

dr’+r’d Q* =

dsz=—(1—%)czdt2+

Das Linienelement der inneren Schwarzschildlésung sei vorweggenommen und ist durch

y 2
r r.r
dsz=—(§ 1-L LI )czdt2+—1 dr’+r’dQ’ =
3 2
2 rg 2 rg - rer
B
r
g

gegeben. Dabei ist r, der Radius der Massenkugel mit homogener Massenverteilung und
_2GM

s 2
C

Im Folgenden soll es darum gehen, diese metrischen Tensoren aus den Bedingungen des Energie-
Impulstensors herzuleiten. Wir erhalten dann eine Lésung der einsteinschen Feldgleichungen fiir

ist der Schwarzschildradius oder der Radius des Ereignishorizontes.

r<rg . r

35 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Schwarzschild-Metrik

36 Siehe: Ebenda
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eine Kugel mit homogener Massenverteilung. Insbesondere wird diese Metrik bei Schwarzen
Lochern verwendet, die ungeladen sind und nicht rotieren.

Wenn man die Metrik anschaut, dann ergibt sie sich aus einer Koordinatentransformation des
Minkowskiraums in Kugelkoordinaten. Allerdings haben die zeitliche t Koordinate und rdumliche r
Koordinate Vorfaktoren, die selbst wiederum Funktionen der rdumlichen r-Koordinate sind.

et ~w St

I 5
-

=~F T’J |“ ‘

; it
el = ) f‘,'

Bild: NASA, gemeinfrei
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5.2 Die auBBere Schwarzschild Lé6sung

Die flache Raumzeit ist durch ds°=—c’dt’+dr’+r’dQ’ in Kugelkoordinaten gegeben.

Dafiir hat man — wie oben schon erwihnt dQ*=d & +sin’0d ¢ — gesetzt. Man macht
folgenden Ansatz fiir die allgemeine kugelsymmetrische Raumzeit:

2 2 20 2 2A 2 2 2
ds'=—c e dt'+e dr+rdQ° .

Wobei d)(r - t),‘ A(r : t) reellwertige Funktionen sind. Flir weiteren Berechnung setzt man
¢ = 1. Die metrischen Tensoren sind dann in Matrixschreibweise:

1
5 0 0 0
—e
2P
= 0 e 0 0 i e
ij— 2
L o o0 — 0
0 0 O r’sin g r
1
0 0 0
r’sin’ @

Die Christoffelsymbole bestimmt man iiber:

1 (09, 09, 04,
ab__g b+ l;_ rb
2 \oq" 0q" 0gq

P, D, A | @, A, 0 0 ‘
2(A-®)
1"3._ D, Ae 0 0 F;: A|t 1\|r 0 " 0
0 0 0 0 0 0 —re
< 0 L 01 \ 0 0 0 —rsin’ He_ZAl
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0 0 O 0 0 0 0 0
0 0o 1 0 o0 L1 o
I"l.2j= " I‘?J.: r
0 1 0 0 0 (1) 0 cotd
r
0 — té 0
0 0 0 —sindfcoséd r €0

Der Riemannsche Kriimmungstensor wird liber

or,', or,.
Rlijk= aqfk_ aqk]"'rihk'rhlf_rihj'rhlk

berechnet. Man erhdlt folgende Ergebnisse mit dem Indexshift:

R =e (A, @, —0,— @, )—e (D A —A—A,)

[rr

—2A
R —R"® — D e
02— 03—
—2®
Roz _Ros _ A|te
12— 13— T

—2A
12 s _Ae
R°,=R j=——
=R =

23 _ p23 _
R p=R"p»=

Die anderen Ergebnisse erhdlt man aus den Symmetrien:
S1: Ry, 3 =Ry,

S2: Rlijk:_Riljk

S3: Rlijk:_Rlikj

S4: R +Rj+Ry;=0

Der Ricci-Tensor wird durch Tensorverjiingung berechnet:
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R;=R;

Man erhdilt folgende Ergebnisse in Matrixschreibweise:

2P e A 2A e A —

’ - L Rl 1=A+—|r R 2:1{33: + .

r r r r

—20 —2A
0o _ e 1 _ e

R'\==2A"— R'=2A"—

0—

37

Die Spur der Ricci-Matrix R ;=R st der Ricci-Skalar:

(e")

r

(1-e)

R=2[A-2 (A, —D, )+ ]

Der Ricci-Tensor und der Ricci-Skalar bilden den Einstein Tensor, der als Matrix fiir die
allgemeine kugelsymmetrische Raumzeit folgende Gestalt hat:

2A,e°" (1—e7?") 2A,e7%° . 0
r r’ r
2A 0% 2@, (1—e")
- — 0 0
. 2
G. = r r r
J e—ZA
0 0 —A+(®—A)—— 0
e—ZA
0 0 0 —A+(<I>‘r—A|r)T

Ist im AuBBenraum um die Kugel mit homogener Massenverteilung keine Materie, dann ist dort T=0
und somit G=0. Alle Komponenten des Einstein Tensor sind 0.

Bemerkung: Oft wird durch Indexshift eine andere Form der Feldgleichung gewdhlt. Dann
muss man darauf achten, dass man beide Seiten mit dem entsprechenden Metriktensor
multipliziert. Dies wurde hier bei dem Ricci-Tensor und dem Ricci-Skalar getan. Der Energie-
Impuls-Tensor ist 0 und vom Indexshift nicht betroffen.

2Ae°"
Aus ——1—

=0 folgt A,=0 unddamit A=A(r) .

Aus  G’)—G';=0 folgt ®,+A,=0 und durch Integration: ®=—A(r)+f(t) mit einer
beliebig zeitabhdngigen Funktion oder <I>=—A(r) , weil man die zeitliche Funktion mit in die
Koordinatentransformation der Zeit integrieren kann.

37 Siehe: http://wwwuser.gwdg.de/~fmuelle/Vorl/art08/Innere-Schwarzschild-Loesung.pdf
38 Siehe: http://www.physik.uni-regensburg.de/forschung/keller/ART/art5.pdf
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Danmit hingen die beiden Funktionen ®,A nur vonrabund G°, liefert folgende Gleichung:

_2A|r872A_ (1—672/\)
r r

=0 .

Daraus folgt: Li[r-(l—eiZA)]ZO . Also: r-(1—e *")=konstant . Dies liefert das Ergebnis:

rz dr
k 24

—2A D g .
e "=1——=e"" mit einer reellen Konstanten k.
r

Setzt man das Ergebnis in den Ansatz

ds’=—c*e*®dt*+e*  dr’+r’dQ® , oder ds*=-—c* _12(1) dt’+ —le
e
ein, so erhdlt man die dulsere Schwarzschildlésung zu:

dsz=—cz-(1—é) dt’+

1

” dr’+r’dQ° .

1——
r

r
Fiir k = r, erhdlt man das Ergebnis von oben: ds’=—(1—-)c’ dt2+L dr’+r’'dQ° .

L Ts
r

Das Ergebnis hat eine Singularitdt bei r=r_ . Dies war zu erwarten, weil es sich hier um den
Ereignishorizont einer kugelformigen homogenen Masse handelt.

A Tidal Disruption Event in Arp299B, Bild:
https://www.jpl.nasa.gov/spaceimages/imagqges/largesize/PIA22356 hires.jpg

dri+r’dQ*
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5.3 Die innere Schwarzschildlésung

8- G _ ,
—4'Tij . Die rechte Seite der
(o

Gleichung ist jetzt nicht gleich 0, sondern durch folgenden Ausdruck gegeben:

Gelost werden muss die einsteinsche Feldgleichung: G i

T'j:%uuiuup(%uiuug'j) %,

Die Formel bezieht sich auf die Minkowskimetrik mit der Signatur {-1, 1, 1, 1}. Wdhlt man die
Signatur {1, -1, -1, -1} so erhdlt man: T"":%‘uui uj+p(i2 u'v' —g")
c c
Den Ausdruck u=~pc® bezeichnet man als Ruhedichte, und p ist der Druck. Mit ¢ wird
wiederum die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum bezeichnet. Man setzt voraus, dass w und p
Funktionen sind, die nur von r abhdngen. Die Metrik ist dann  durch
ds’=—c’-e’®dt’+e’ * dr’+r’dQ’ in Kugelkoordinaten gegeben. Fiir den kontravarianten

—e?" 0 0 0

0 e 0 0
ij 1
metrischen Tensor hatten wir schonzu g'=| 0 0 = 0 berechnet.
r
1
0 0 0
r’sin’ @

Dabei waren die Funktionen ®,A ebenfalls reellwertige Funktionen, die nur vom Radius
abhdngen. Den Vektor u kann man dann durch folgende Komponenten angeben:

c-e
u=| O
0
0
Wir erhalten: T®=ue **+p(e*"—e*")=u-e7**
—®
c-e
Alle anderen Produkte aus den Koordinaten von u= 8 sind 0, sodass nur die Diagonale
0

T'=p-g" fiir i=1, .., 3 iibrigbleibt. Dies liefert als Energie-Impuls-Tensor:

39 Siehe: http://wwwuser.gwdg.de/~fmuelle/Vorl/art08/Innere-Schwarzschild-Loesung.pdf
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e 0 0 0
0 pe? 0 0
Ti=] 0 o 2 o
r
0 o o P
r’sin’@

Durch Indexshift von T™ mit dem metrischen Tensor g, erhalten wir fiir den Energie-Impuls
Tensor:

4 0 0 0
|0 p 00
00 p o
0 0 0 p
Den Einsteintensor in Kugelkoordinaten ist durch
2A, e (1—e?h) 2A %7
- . _Soe 0 0
r r r
2A e *° 20 e " (1—e7?")
- _ 0 0
Gi.: r r r2
J e—zA
0 0 —A+(<I>‘r—A|r)T 0
e—ZA
0 0 0 —A+(<I>|r—A|r)T
Wie bei der duBeren  Schwarzschildlésung — gilt: %%[r-(l—e‘“)]:k‘u oder
r
%[r-(l—e_m)]zkur2 .

Mit Integration liefert das r-(l—ez’\):%kur3 bzw. 1—e2/‘:%kur2 , sodass nun

e =1 —%k‘u r’ gilt.

Die Konstante k ist hier die Konstante aus der einsteinschen Feldgleichung: G,.j=8'—:t GT;, -
c
also k= 8 ‘ji'G
c
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Damit erhdlt man: ezA:1—%- 8'”4;6;,0{2 r2=1—2%7rr3«,0-£2 bzw. das vorldufige Ergebnis
c rc
wegen der homogenen Masseverteilung ist p(r)=konstant

2G-M

2

AMG_y R
rc r c

—2A
e =1

und r>Rg .

Da der Ansatz fiir die Metrik ds’=—c’-e’®dt’+e’*dr’+r’dQ’® ist, erhalten wir das
Zwischenergebnis:

. 20 . . 1 . 0 0
Zur Bestimmung von e“® betrachten wir die Komponente G, im Einsteintensor:

- 2@ (1-e*")_8-2G
1= r o 2 - 4
r c

e—ZA)): 871G

p oder r*(r2®.e *"—(1- — D .

2HG) (1_(1- 240G

Einsetzen der Losung fiir e *" liefert: r *-(r-2®,(1-

2MG) 2MG,_8-7G

4

Zusammenfassung ergibt: 1 -(r-2® (1-=— )
re rc c

Die Gleichung muss nun nach @ aufgeldst werden:

471G pe MG 7GsG GH(AE e pam)
((I) )_ c rc _ C _ C
r)— - -
(1_ZMG) e _2ZMG) T . 2MG)
rc (6 C

Damit erhalten wir die Formel fiir die 1. Ableitung der Funktion @ :

4- 3
‘r’'p+M
_G ¢
2

L
C r(r_ ZMG)

2

40

P

c

40 Siehe: http://wwwuser.gwdg.de/~fmuelle/Vorl/art08/Innere-Schwarzschild-L.oesung.pdf

153


http://wwwuser.gwdg.de/~fmuelle/Vorl/art08/Innere-Schwarzschild-Loesung.pdf

Relativitatstheorie V1.2 bearbeitete Version

die in der kugelsymmetrischen Metrik vorkommt.

Leider kénnen wir die Losung von ® durch Integration aus der Lésung nicht ermitteln, weil der
Druck p in der Formel ebenfalls von r abhdngt. Bei der Masse wurde von einer homogenen
Masseverteilung ausgegangen, und deshalb schreiben wir fiir die Masse keine Abhdingigkeit von der
Massendichte p , weil es sich hier um eine konstante GréfSe handelt.

Um eine Gleichung fiir den Druck zu erhalten, wertet man die Komponenten G°,,G°, unter

Ausnutzung der beiden Ergebnisse, die wir fiir die Koordinatenfunktionen  ®,A der
Schwarzschildmetrik schon kennen, aus. Dies liefert dann:

p.=—® . (p+u) “

Setzt man das oben ermittelte Ergebnis fiir @, in diese Gleichung ein, so liefert das die
sogenannte Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichung*:

- 4';7r-1'3p+M
Gl Ry e
rir——, )

c

Die Energiedichte u ist gemdB der Gleichung E=mc’ der Speziellen Relativitdtstheorie dann:
u=p-c .

1. Dieser Wert ist gemdls Newtonscher Ndherung wesentlich kleiner als der Druck p: p<u .

Dartiiber hinaus ist %« r . Damit vereinfacht sich die TOV-Gleichung zu:

c
4'2”-rsp+M
d_p:_g.pcz- C :—G-p-M
r CZ 2MG rz
r(r_ c? )

Es handelt sich bei dieser Gleichung um die Gleichgewichtsbedingung der Newtonschen
Hydrostatik. Wir gehen wieder davon aus, dass die Masse in der Kugel homogen verteilt ist:

M:p%ﬁr?’ , und damit: Z—I::—gG:rpzr .

Die Stammfunktion ist also:

41 Ebenda
42 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Grenze
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p(r)z—%Gfrper .

Da an der Oberfldche der Masse der Druck verschwinden soll, erhdlt man somit:

2
p(r)=—§G.7rp2(R2— r2)

2. Wir wollen eine Losung fiir konstante Energiedichte finden, d. h. die Masse hat eine konstante

Massendichte: u,=p,-c’ . Fiir die Masse ergibt sich dann: M:%ﬂ-igf . Damit erhdlt die

c
TOV-Gleichung folgende Form:

4.”.r3p+iﬂ.ﬂ.r3

dp _ G( c’ 3 ¢

=t /‘o'*'P)'

dr 4 2.% .‘u_;’.,ﬁ(;
(- )

G .
Setzt man k=— , so liefert das:

c
4- 1 4- 1
=Er(p+ ) T (p+ o)
dp_ k c 3 _k P 3
—==——-(u+p) =——-(to* p)-
r 2 (l_i”-ﬂo zk) 2 (1_4_77_ﬂ0'rk)
3 C2 r CZ 3

Setzt man F=4;2”'k , S0 erhdlt man die endgliltige Formel:

C
- +1
do_ K () 3
T 2 Kot D 1 T
(;_ﬂo'rg)

Die Trennung der Variablen liefert folgende Gleichung:

dp =k __d

1 2 1 k

(P+Mo)'(p+§ﬂo) (F_”"'rE)
Uber die Partialbruchzerlegung < : :23 X 11 - +1 )
(p+us)(prgmy) % prgp PTH
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gelangt man zum Integral auf der linken Seite:

1
Pt u,
3 1 3 3
——(In(p+=u,)—In(p+ = ‘In .
2/10( (p 3/'40) (P ﬂo)) 24, (P'*'/lo)
Die linke Seite der Gleichung dp 1 =—§'1‘1—r; kann zu
(P'*ﬂo)'(P*‘g.“o) (F—ﬂo-rg)
—BE- rdr __ 3 _ rmdr
2 (3—puer’k) 2 (== —)
o k

umgeformt werden und dies liefert durch Integration den Ausdruck fiir die linke Seite:

—In(r’- =)
3 rdr -3 2u0k =3 » 3
_ f ==, =——In(r'-——)
2 Uy ( 3~ _r2> 21“0 2 4/“{0 2#0 k
Uo k
Damit erhdlt man:
P'*'lﬂ P+lﬂ
0 0
E -ln( E — -ln(rz—iN,) , oder ln( & )zl-ln(rz— 3~
2 1ty ptu,  Au, 2 uy k p+u, ~ 2 2u,k

)+C .

Hierbei ist C die Integrationskonstante, die man noch bestimmen muss. Dies liefert dann bis auf die

Integrationskonstante die vorldufige Losung:

1
) gy /M |,
3 —C. rz_i’\‘
p+u, 20,k

)

die man noch nach p auflésen muss und iiber die Bedingung p(Rs) = 0 — der Druck an der
Oberfldche der kugelférmigen Masse soll verschwinden — ermittelt man die noch fehlende

Integrationskonstante. Das Ergebnis fiir den Druck ist:

43 Siehe: http://wwwuser.gwdg.de/~fmuelle/Vorl/art08/Innere-Schwarzschild-Loesung.pdf
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Dies ergibt:

und damit fiir die Integrationskonstante:

1
3-‘/~L—RZG
k 14,

Fiir r=0 ist die Lésung nicht singuldr und man erhdilt:

C=

= T
Der Nenner wird positiv, wenn 3Jl_kﬂoTG>1 ist. Dies liefert als eine notwendige

Bedingung fiir die Existenz eines Sterns mit konstanter Energiedichte die Abschdtzung:

rR>3C .M

4c

Verbindet man die dulSere und die innere Schwarzschildmetrik durch die Forderung, das beide stetig
ineinander libergehen, so haben wir den Schwarzschildradius zu Rg= 2 G;M bestimmt, was
c

R,c’
nach M aufgelést M= ZSG ergibt. Damit liefert dies eine Abschdtzung fiir den Radius eines

Sternes mit konstanter Energiedichte zu:
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Dies ist eine Obergrenze fiir den Radius stabiler Sterne.

4-

3
o p+M
3. Die Berechnung von <I>|r=£2-cw mit der oben gefunden Gleichung fiir
¢ r(r— e )

ist sehr aufwendig. Allerdings kann man tiber die geforderte

k Ko
Stetigkeit auch einen einfacheren Zugang zur Losung der Schwarzschildmetrik

p(r)=uy —
1—04i—r2

2

2

r r.r

dsz=—(%Jl——s—% 1—-S )Czdt2+;2dr2+r2d92 gewinnen.*
rg r

3
9 1_

Dazu betrachten wir die Metrik fiir die dullere Schwarzschildlosung, die wir schon hergeleitet
hatten:

jl==2
r
und  machen  folgenden  Ansatz fiir die  Funktionen ®,A im  Ausdruck
dsz=—c2-e_1—2®dt2+#dr2+rzd92 c
—2A(r) 2 rs —a(r) ( B 2 rs
e 1-Ar=1-— e g:(—2)=1—— :
Iy pC Iy

Dabei ist r, der Schwarzschildradius und r, der Radius der kugelformigen Masse mit

homogener Massenverteilung.

. © . . rs _ 2 rs . _ 8 ]Z'G

Die Losungen fiir A, B sind: A=— und B=pc l_r_ . Mit der Konstante x=-—, aus
rq g Cc
L : . . _2MG .
den einsteinschen Feldgleichungen und dem Schwarzschildradius r,=——-— in Newtonscher
c

.. . . , 3rg . 3rg r

Ndaherung ergibt sich  pc*=— und damit ebenso: S
KT, Kry Iy

44 Siehe: https://www.tu-braunschweig.de/Medien-DB/theophys/ART/skript_art ws1213.pdf
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s
3

Mit A erhalten wir die Ldsung: e_ZA(r):l—Arzz 1- und damit einen Teil der

r
g
Schwarzschildmetrik.
Die Gleichung P|r=—‘1’|r'(P+/l) liefert: (p+)=—<b|r und Integration dann:
ptu
e—K
—®=In(p+u)+K . Dies ergibt e “=e"(p+u) oder e®= + mit u=c’-p . Dabei
pru

gilt gemdB dem Ansatz: e =B . Wir erhalten somit eq):% . Setzen wir in die Gleichung

die Werte fiir B und fiir den Druck ein, den wir schon hergeleitet haben, dann liefert eine Rechnung
als Ergebnis:

Dies ist der andere Teil der Schwarzschildmetrik, den wir als innere Schwarzschildldésung
bezeichnen.

Bild: Spitzer Spies Supernova Remnant HBH 3
https://www.jpl.nasa.gov/spaceimages/images/larqgesize/PIA22564 hires.jpg

45 Siehe: https://www.tu-braunschweig.de/Medien-DB/theophys/ART/skript_art ws1213.pdf
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5.4 Die Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker-Metrik oder der Raum
expandiert

Man betrachtet eine Metrik der Form g;=0 fiir i#j , sodass nur g, fiir die Berechnung des
Ricci-Tensors infrage kommt. Wir bezeichnen diese Metrik als Diagonalmetrik. Die inverse Metrik

ist dann auch eine Diagonalmetrik g =1 . Die Christoffelsymbole ergeben sich dann tiber:
2 i
rs_ 0°x oq
yo b% a i
0q9°0q ox

oder beziiglich der Metrik aus:

F s_lgsr ag(;,r*_agl;r_ag(ib
0q 0q 0q

ab - 2
Daraus kann man den Riemannschen Kriimmungstensor berechnen:

_or/, ar/,

1 h 1 h 1
Rijk_ od od" +I' I, j_ri j'rhk :
q q
Durch Tensorverjiingung erhdlt man den Ricci-Tensor der einsteinschen Feldgleichungen:
1
R, =R

o 0T« 8T,

h I h I
+Fi k'rh I_Fi I'Fh k

ilk— 6q1 6qk
I‘a1b=191r ag(;)r_l_agl;r_agarb a1b=l 1 6911_'_691;1_69(111)
2" \2q9° 049" 0gq 2 \02q° 0q" 0gq
Fazb=%92r ag(;)r+agz:1r_69arb azb=%g22 agabz_l_aglzlz_agazb
0q 0q" 0gq 0q 0q Oq
ras;)_l 3r ag(;)r+agl;r_aga:) Fa3b=lg33 ag“,,3+agbf—ag“3b
2 0q 0q" 0q 2 0q° 0q 0q
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pal 09 09y 094 s_1 4[090s,009ps_ 0Ga
ab™ 2 g a b a a a r ab™ 2 g a b a a a 4
q q q q q q
1
Fab
1 109 1 109 1 109y 1 109y
2 aql 2 aqz 2 aqa 2 aq4
1 109u 1 1092 0 0
2 aqz 2 6q1
1 109u 0 1 1093 0
2 aq3 2 aql
1 109u 0 0 1 1094
2 aq4 2 6q1
2
rab
_1 209y 1 09, 0 0
2 aqz 2 6q1
1 »09» 1 »09x» 1 »09x» 1 »09x»
2 6q1 2 6q2 2 aq3 2 aq4
0 1 500y _lgzz 09s; 0
2 6q3 2 aq2
J 1 22% 0 1 zzaﬂ
2”7 94" 27 a¢q
3
Fab
1 33094 0 1 3300s 0
2 aq3 2 6q1
0 1 3300y 1 3095 0
2° a4’ 2”7 oq
1 3300 1 3300 1 3300s 1 33005
2 aql 2 aqz 2 aq3 2 aq4
’ 0 1,0095 _1 %09u
2 6q4 2 6q3
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4
r ab
_1 u % 0 0 1 u %
2° 9q* 27 aq
0 1 109, 0 1 2094
2 0 q4 2 0 qz
0 0 1 10033 1 100y
2 0 q4 2 0 q3
1 100Gy 1 100y 1 100y 1 100y
2 0 ql 2 0 qz 2 0 q3 2 0 q4
Eine Vereinfachung ergibt sich, wenn man Folgendes annimmt: g,,=Konstant ,

9»=9»(4',q9°) , 91=9x(q',q°) und gu.=9g.(q',q°,q°) mit den Raumzeitkoordinaten:
(ql,qz,qs,q") , wobei q1 fiir die Zeit steht..

T 1
ab
0 0 0 0
0 1 1095 0 0
2 aql
0 0 1 1093 0
2 6q1
0 0 0 1 1094
2 aql
2
Fab
0 1 2092 0 0
2 6q1
1 »09» lgzzagzz 0 0
2”7 9q' 27 8¢
0 0 1 2093 0
2 6q2
0 0 0 1 00
2 aqz
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r 3
ab
0 0 1 1093 0
2 6q1
0 0 1 10935 0
2 6q2
1 3369_33 1 3369_3.3 0 0
27 34" 27 aq
0 0 0 1 53094
2 6q3
4
Fab
0 0 0 1 1094
2 aql
0 0 0 1 100y
Zg aqz
0 0 0 1 100y
2 aq3
1 109y 1 109y 1 109 0
2 6q1 2 aqz 2 6q3

Als Beispiel einer solchen Metrik kann man die Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker-Metrik

betrachten. Um sie herzuleiten, beschreibt man einen Punkt P auf der Kugeloberflache.
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durch die Koordinaten (r',®,®) . Dadurch ergibt sich fiir die kartesischen Koordinaten:

x,=r"cos® x,=r'-sin® x3=\/R2—r °
Man erhdlt folgende neuen Basisvektoren:

—

V,=cos®-¢€,+sind e, — €, V,=—r'"sin®-e+r'-cos®e, v,=0

r
= 1+R2—r'2 b0 oder ds’= R dr*+r"”d ®*
! 0 r’ 0 R*—r"
0 0 O

I

als zweidimensionale Metrik. Fiihrt man rzizsma) €[0;1] ein, so ergibt sich eine weitere

Vereinfachung:

2
dsZ:R2~(%+r2d<D2)
—r

Geht man analog fiir die dreidimensionale Sphére vor, erhilt man als Linienelement:

2
d52=R2~(%+r2d ©’*+r’sin’©d ®°)
—r

Daraus ergibt sich die Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker-Metrik wie folgt:

2
ds*=c2di*~ Rz(t)-($+r2 40+ r’sin’0 d d?)
— -r

Dabei gibt der Parameter k = 1 an, dass es sich um einen geschlossen Raum handelt. Der Parameter
k = 0 gibt an, ob es ein flacher Raum ist, und k = -1 gibt an, ob es ein hyperbolischer Raum ist. Die
Koordinaten entsprechen der Reihenfolge (ql, q2, q3 , q4) :(t , 7,0, <I>)

Fir r’(d@®”+sin’®@d ®*) schreibt man kurz: r’dQ* und erhélt damit die kompakte Form:

2
ds’=c2dt’— R(t)-(— L — +r2dQ?)
1-k-r

Fiir den flachen Raum (k=0) ergibt sich damit:
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ds’=c’dt’— R*(t)-(dr’+r’d Q°)

Fiir den geschlossenen Raum (k=1) ergibt sich mit r=sin ()

ds’=c’dt’— R’(t)-(d o*+sin*(w) dQ?) .

Fiir den hyperbolischen Raum (k=-1) ergibt sich mit r= sinh( a))

ds*=c’dt’— R’(t)-(d &+ sinh*( @) dQ°) .

—R(t
Man erhidlt: g, =c* . k( Z g=—R*(t)-r’ g,=—R*(t)-r’sin’@ .
— -"'
1
rl .
0 0
0 R'(t)R(t)
c(1—kr?)
0 0 R'(t)R(t)r? 0
CZ
0 0 0 R'(t)R(t)r’sin’©
CZ
2
rab
0 R'(t) 0 0
R(1)
R'(t) kr 0 0
R(t) 1—kr?
0 0 —r(1-kr?) 0
0 0 0 —rsin’@(1-kr’)
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3
rab
0 0 R'(t) 0
R(t)
0 0 1 0
r
R'(t) 1 0 0
R(t) r
0 0 0 —sin@® cos ©
4
Fab
0 0 0 R'(t)
R(t)
0 0 0 1
r
0 0 0 cot®
R'(t) 1 cot® 0
R(t) r
Die Berechnung des Ricci-Tensors erfolgt tiber:
or;', or, or,, or/
IiIk: lzk_ lkl'*'rihk'rhll_rx'hl'rhlk R11:RI111:—111_ - I+r1h1'rhll_r1hl'rhl1
0q Oq 0q 0q
or, -or, R'
LL=0 firalle], 1__30 () r,=ovh=r,,.r,,=0 , r,'.r,/,=0
oq' oq ot R )
R'(1)[ R'(t R'(t)
, T 1) =—<] , 2T, , T =|—-!| unddamit:
11 21 R(t) 11 31 R ) 11 41 R(t)
or,, o R'(t)_[R(O]__.R"(¢)
R, —=—-3= -3 =-3
dq ot R(t) | R(¢) R(t)
R11__3R (t)
R(t)
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or,, or 11 h I h 1
R ,,= 112_ 12 +0 0y =Ty,
oq oq

ory, or/,_
6q' c’iq2

0

+ Fllz'r1ll_rlll'r112=0

2R'(t)
+ r’r,-r2r,,=
12 21 11 22 R(t)-r
R (1)
+ 1), -1} T, ,=—
12 31 11 32 R(t)-r
R'(t)
+ rtr),-rr=—
12 41 11 4 2 R(t) r
R ,=R, =0
or,; or 11 h 1 h 1 or,, or Iz h I h o 1
R;;= 113_ 13 +I 50y =1 Ty s 13— 113_ 13 +I 5 0y = Ty
oq 0q oq 0
I I
arl 3_ arl 1_0
1 1 1 1
Iyl =Ty 0Ty 5=0
1-‘123'11211_1-‘121'1‘213=0
R'(t)
+ ) -r’r,= -cot®
13 31 11 33 R(t)
R (1)
+ rtr)-rtr .=— -cot®
13 4 1 11 4 3 R(t)
R ;=R; =0
or,, ar,
R 14:—114_ 1‘;I'*'I‘1h4'rhlI_I‘1hl'rhl4
0q  0q
or,, OTyy_,
aq' 6q4
+ I‘114'I‘111_I‘111'I‘1’4=0
+ T/, =TT, ,=0
+ T°0Ty =TTy =0
+ F144-F4I,—F14,-F4I4:0
R14=R41=0
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) P O D S
= - +0, 5 Ly =0, Ty s

6q' 6q3
0T, 0Ty, _,
aql 6q3

Ry;=R3;,=0
or,, or,
R = 6(;14_ P 24I r2h4'rhll_r2hl'rhl4
Oy, 8Ty,
oq oq’

R24:R42:0
ory, or,
R, = 314 - 34I +r3h4'rhl 1_r3h1'rhl 4
oq 0q
ory, 8Ty, _,
6q’ 6q4

+ 3" Ty =TTy =0

R34:R43:0

Damit erhdlt man folgendes Zwischenergebnis:

R''(t
-3 ( ) 0 0
R(t)
R,]= 0 R,, 0
0 0 R33
0 0 0
I I
Rzz_arzzz_arzzl rzhz rhl 1_r2h1'rhlz
0q 0

168



Relativitatstheorie V1.2 bearbeitete Version

_or,, ar,, R''(t)-R(t)+R"(t) 2

R +2
* oq 0q° c*(1—kr?) r’
Rt 2k Rt
i rzlz'r111_r211'r112:2'CZ(I_(er) + rzzz'rzll_rzzl'rzlzz1_kr2_C2(1_(k12)
v I1232'11311_11231'1“312:_% u I‘242'1-‘411_1‘241'1‘412:_%
R'"'(t)R(t)+2R"*(t)+2kc’ _—R(t)  » 1-k-r’
R ,,= 2 2 9»= 2 9 = 2
c’(1—kr®) 1-k-r —R’(t)
R _R"(t)R(t)+2R"*(t)+2kc®* _R''(t)R(t)+2R"*(t)+2kc’ 1—k-r?
2 cz(l—krz) cz(l—krz) —Rz(t) 2
_ R"(t)R(t)+2R"*(t)+2kc’
R ,,=— 2 2 22
¢’ R*(t)
2 1 Rrr t sz t k 2
R ===l 5 ()+ 2( )+ ZC 92 -
c’l2 R(t) R (t) Rt
Analog zeigt man fiir die beiden letzten Eintrdge des Ricci-Tensors:
2 | 1Rrv t er t k 2 I
Ryu=——|5 ( )+ 2( )+ 2C 93
|2 R0 R R(0)]
2 I1 er t sz t k 2 !
p oo 2[1R0, R0, ke ]
c*|2 R(t) R*(t) R(t)]
Damit hat der Ricci-Tensor folgende Gestalt:
= LI o o
2[1R() R*(t) ke’
i 0 —? 5 R(I) RZ(I) Rz(t) 95 0 0
ol 2[1R(t) R*(0) ke
’ ’ ~e|2 ’() TR TR([%” ’
2[1R"(¢) R” t)+ kc*
0 0 0 _? E R(I) ’ RZ(I) Rz(t)

Wir konnen also folgenden Ausdruck fiir den Ricci-Tensor schreiben:
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gn 0 0 O

R=Reg=0 92 0 0l
0 0 g5 O

ij
0 0 0 gu

A o ; ;

| —§%ﬁ$”§3)$g ’ "

T o afia.a ke ;
’ ; ; -2jir.a 0.

Der Ricci-Skalar R ist die Tensorverjiingung von R,’=g" R, =spur ﬁ',.j . Damit erhdlt man:

R”m+R%ﬂ+k8

R(t) R(t) R(t)

Die einsteinsche Feldgleichung lautet dann in der erweiterten Form mit der kosmologischen
Konstanten:

1 _8aG
R;—> Rg;+Ag;= o T;
Fir R,, erhédlt man dann folgende Gleichung:
1 8- 7 G
Ru_ERgu"'Agu: & T,

T rr 2 2
_BR(0+§_R(0+R(Q+kc CﬁAgz&mGTu
R(t) c*| R(t) R(t) R(t) c
R*(t) . kc? »_8-mG
3 + +Ac=——T
B r()| T & "
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2

pc 0 0 0
Fiir den Energie-Impuls Tensor hat man: Tij = g I(; L g . Multiplikation mit g, liefert
p
0 0 0 p
pc 0 0 0
0 - o 0 0
dann: T;= . 1—k-r’
0 0 —pR*(t)-r’ 0
0 0 0 —pR’(t)-r’sin’@®

Dies liefert:

R*(t) _8-xG . kc’ _Ac2 )

R() 3 "R 3
Die nicht lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung kann man zu einer Differenzialgleichung 2.
Ordnung umformen.

.77 R .17
Rzz_lezz"'Agzz:M—GTzz £—1R+A=8 ”4G
2 c* 9» 2 c
R"'(t) R"(t ; R''(t) R”(t : T
2[R0, 80 e, 3[ 1 e ] vag
12 R(t) RYt) R*t)| | R(t)  R(t) R*(¢) c
R”t Ryzt 2 X X
Lz ()+ 2()+k2C :—8”?p—A
A7 R(t) T Rt) R(t) c

R'"'(t) R*(t)_ 8xG  kc
to AT 2 P73

R(t) ~ R(t) c R*(t)

R'z(t):8-7r-G ke AC

R(i) 3 © R() 3

—A-C

Subtrahiert man von der unteren die obere Gleichung, so erhdlt man eine Differenzialgleichung 2.
Ordnung:

Die beiden Differenzialgleichungen (1) und (2) bezeichnet man als die Friedmann Gleichungen,
iiber die man das Hubble Gesetz und die Entwicklung des Universums ableiten kann.
Die Friedmann Gleichungen werden in der Literatur wie folgt angegeben:

R”(t)_8m2G _ kc® Ac
R~ 3 PR3 )
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R"'(t)_ 4mG, 3p\.1, >
=— +——)+—-A-c 2
Das negative Vorzeichen bei der kosmologischen Konstanten in den hier hergeleiteten Gleichungen
kommt daher, dass die einsteinsche Feldgleichung mit

871G T.

4 i

1 -
RU—ERgu-i-AgU— c

angegeben wurde. Schreibt man die kosmologische Konstante auf die rechte Seite der Gleichung

1 _8mG
R,.j——Rg

/A 4
2 c

T;+Ag; ,

so erhdlt man die in der Literatur angegeben Gleichungen.

Fiir eine spezielle Losung der Differenzialgleichung (1) definiert man die Hubble Funktion

_82G _ kc +Acz
3 TR 3
Energiedichte pc® immer homogen verteilt vor. Wegen der Energieerhaltung gilt deshalb zu allen
Zeiten: pR’(t)=p,R; . Dabei sind die GréRen mit dem O Index die momentanen Werte des
Universums.

. Man stellt sich die

Damit geht Gleichung (1) iber in  H>(t)

Multiplikation mit 1 ergibt:

Hy 872G kc®  Ac’ 281G kc® Ac
H2 t :_0 = + = — +
b 2 287G Ry kc> | Ac’
Ersetzen von p= ergibt: H°(t)=H — +
p pORS(t) & (t)=Hl 3H, aran R*(t)H, 3H§)
- : _8xG Ac o
Man fiihrt folgende Konstanten ein: Q,=————p, Q,=—— woraus man die Gleichungen
3H, 3H,
R, kc’

H2+QA)

erhalt. Fir t = ty erhdlt man:
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R; kc? ) .
P ) it () =M} wd R(u)=R, ergbtas

2 2
1=Q, %+QA oder: %:QM+QA—1 . Damit hat die Friedmann Gleichung die
0 0 0 0
Form:
R, R;
H*(t)=H3(Q ' +(1-Q,—-Q,)—2—+Q
( ) 0( MR3(t) ( M A)Rz(t) A)

Fiir ein flaches Universum ist k=0 und damit €2,+€,=1 , sodass gilt:

H(1)=H}(Q, —2-+Q,) (3)

R*(t)
Diese Gleichung kann man durch Trennung der Variablen direkt durch Integration 16sen:

3 3 3

R . R . R
H2=HE(QM;‘3’+QA) liefert: H=H, (QM;2+QA) und damit %=H0 (QM;‘;+QA)dt :

Damit hat man, wenn die Differenziale getrennt werden:

di= dr
Q, R
HUVQARJ(Q—IZ;S 1)
. . R, R, R’ )
Man fiihrt folgende Substitution durch: z= = R=— dR :—R—dz und erhalt:
Z 0
dt=— s ().
Q, s
Ho QAZ (Q_Z +1)
A

Q
Eine weitere Substitution U=y Q—M 2 +1 liefert z’= 2 (u*~1) und damit
A

Q . Q
zzz[g—;(uz—l)]3 bzw. z:[g—l’;

1
(U2 - 1)]3 . Weiterhin ist: dz= —%
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Einsetzen in (i) ergibt dann ein elementares Integral, das man durch Partialbruchzerlegung
integrieren kann:

di= 2 1 __ 1 ( 1 1 ) du
3HVQ\ u”—1 3H,vQ, 'u+l u-1
1 u+l
t—t,=— 1 ii).
"~ 3H,VQ, n(, 1) (i)
Q
Da uzw/Q—Mz3+l ist, gilt:
A
\/Q—Mz3+1+1 Q +Q, +V0. /53
1 Q, 1 VR, 2°+Q, +V8, 73
t_toz_——ln —_ = — — 1N 3 . —_3
3H VO, \/ﬁﬂH BH\VQ, |\/Q,7+Q,—va, Vz
Q,
Q+Q, 2 +VQ,Vz° .
t—t,=— L1 \/M—AZ_S A 2_3 mit z'=% . Heute gil: R=R, und damit
BHWVQ, | V@, +Q, 2 —vaO, 2 R,
w .. c - 1 V€, +Q, +V
erhdlt man fiir das Alter des Universums den Schitzwert: t,= —1In —
3H,VQ, |VQ,+Q,—VQ,
mit der Annahme Q,,+€Q,=1 liefert das:
1 1+/Q,
ta= — 1| — 2
i} : > . 3 Q, sinh’(wt)
Als Losung der Differenzialgleichung erhdlt man: R(t):R0 —a. mit
A
3H,vQ '
w=""""2 " Fiir die Hubble Funktion H (t)=R (¢) ergibt dies:
2 R(t)
H(t)=H,VQ, coth(wt) (iv).
Mit H,=67,15km/s/ Mpc ergibt sich die Hubble Zeit

1 _ 30856775814914

= 10°=14,5613 Mird. Jahre . *
H, 67,15-3600-24-365,25 -

Die Werte fiir die Dichteparameter sind: €,,=0,315+0,013 und €,=0,685+0,013 .¥

1 o 1++0,685
340,685  1—+0,685

Als Skalierungsfaktor erhélt man nach (iii): ~0,950985)

46 https://de.wikipedia.org/wiki/Hubble-Konstante#Hubble-Zeit
47 https://de.wikipedia.org/wiki/Dichteparameter
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Fiir das Alter unseres Universums liefert das den Schdtzwert von: 13,8473 Mrd. Jahre.

R 12 t o 2 2
Die Friedmann Gleichung 5 ( )= 817G P— kzc + e hat eine einfache Losung, wenn wir
R(t) 3 ° R(t) 3

ein leeres, flaches Universum voraussetzen. Dann gilt: =0 und k=0 . Man erhélt dann die

Differenzialgleichung:
R(¢) J Ac
R(t) 1 3

dln(R(t)):JA;zdt

Mit Trennung der Variablen liefert das:

Durch Integration ergibt sich:

und damit als Losung:

2
Da die Hubble Konstante H,=1 A3C in diesem Fall ist, kann man auch R(t)=e™" schreiben.

Man nennt diese Losung der einsteinschen Feldgleichungen das De-Sitter-Modell.** Dabei handelt
es sich um eine flache, immaterielle Raumzeit mit einer positiven kosmologischen Konstante A

1928 richtet Edwin Hubble im Mount Wilson Observatorium das damals beste Teleskop auf
entfernte Galaxien. Dabei entdeckt er, dass das Licht von entfernten Galaxien rot verschoben ist. Er
folgert daraus, dass die Galaxien sich von uns weg bewegen, und zwar umso schneller, je weiter sie
weg von unserer Heimatgalaxie sind. Nur nahe Galaxien, wie z. B. der Andromeda Nebel, bewegen
sich auf die Milchstrale zu, weil die Gravitation dafiir stark genug ist.

Daraus folgert er, dass vor langer Zeit die Galaxien nahe beieinander gewesen sein miissen. Ein
belgischer katholischer Priester — Georges Lemaitre — geht anders an die Sachlage heran. Er benutzt
die oben dargestellte Metrik und die einsteinsche Feldgleichung, um daraus zu folgern, dass sich der
Raum im Laufe der Zeit ausgedehnt hat und sich in Zukunft auch weiter ausdehnen wird. Heute
weill man, dass es keinen Umkehrpunkt fiir die Ausdehnung gibt. Der Raum wird sich also in
Zukunft nicht mehr zusammenziehen. Man hat sogar durch weitere Messungen entdeckt, dass die
Ausdehnungsgeschwindigkeit des Raumes sogar eine beschleunigte Ausdehnung ist. Der Grund fiir
Hubbles Beobachtung ist also der sich vergroBernde Raum, der die Lichtwellen auseinanderzieht
und damit langwelliger macht — also fiir sichtbares Licht in den roten Teil des Lichtspektrums
verschiebt.

48 https://de.wikipedia.org/wiki/De-Sitter-Modell#Mathematisches
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Lemaitre folgerte daraus, dass der Raum des Universums einmal sehr klein war, kleiner als ein
Atomkern, und dass sich das Universum durch die Freisetzung von Energie spontan ausgedehnt hat.
Die Folgen der Ausdehnung miissen also heute noch sichtbar sein. Hat es zu einem sehr frithen
Zeitpunkt des Universums schon Licht gegeben, dann hat sich die Wellenldnge dieses alten Lichtes
so weit vergrofert, dass dieses Licht heute im Mikrowellenbereich detektierbar sein miisste.
Tatsdchlich fanden die beiden Physiker Arno Penzias und Robert Wilson 1964 den Beweis fiir diese
Hypothese. Sie entdeckten mit einer geeigneten Antenne eine Mikrowellenstrahlung, die in allen
Richtungen vorhanden war. Damit war der Beweis erbracht, dass unser Universum einst in einem
Big Bang geboren wurde.

Es gibt unterschiedliche physikalische Ursachen fiir die Rotverschiebung:

® Bewegung einer Lichtquelle
® Rotverschiebung durch Gravitation
® Kosmologische Rotverschiebung

Bezeichnet man mit A, die Wellenldnge des von einer fernen Galaxie emittierten Lichts und mit
A, die Wellenldnge des auf der Erde beobachteten Lichts, dann hat man folgende Beziehung:

Da das Licht mit der Wellenldnge A, zum Zeitpunkt ¢, und das absorbierte Licht zum jetzigen

@ e

Zeitpunkt ¢, empfangen wird, gilt mit dem Skalierungsfaktor 1=R(t,)

a

_ A4 1
- Ae _a(te)

z

fiir die Rotverschiebung.
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5.5 Der De-Sitter-Raum und der Anti-De-Sitter-Raum*

Der De-Sitter-Raum ist also eine Losung der homogenen Feldgleichung. In beliebigen Dimensionen
n gilt dann:

1 _
RU—ERgij+Agij—0

Umstellen liefert:

1
R=(1R-A)g,

Der Ricci-Tensor ist also ein Vielfaches des metrischen Tensors. Multipliziert man die Gleichung
mit g” , so erhdlt man:

1

Rij:(_R_A)éij
2
Tensorverjiingung liefert dann:
R:n(lR—A)
2
Auflésen nach R ergibt:
A:B_B:R(l_l)_Rn_2
2 n 2 n 2n
R= 2n
n—2

Gesucht sind also Mannigfaltigkeiten, die einen konstanten Kriimmungsskalar R haben. Dazu
betrachtet man die Abbildung

f:R™ >R
f(x)=—xg+2 xi
i=1

Fiir ein konstantes r heiRt die Hyperfliche Sj(r)=f'(r’) der n-dimensionale De-Sitter-Raum.
Man muss nun iiber die Metrik den Ricci-Tensor und somit den Ricci-Skalar berechnen. Dazu
benutzt man Verfahren aus der Differenzialgeometrie, um die umstdndlichen Berechnungen iiber die
Tensoren zu vereinfachen.

49 https://de.wikipedia.org/wiki/De-Sitter-Raum
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Es existiert ein Diffeomorphismus von S}(r) nach IRxS""' , der wie folgt definiert ist:

A

@.(0,8)=(x 7= —) bow. 07y, ) =(y, P+ 9) .
re+x;

Abbildung: Zweidimensionaler De-Sitter-Raum, gemeinfrei, Giinter Opitz-Ohlsen

Der Gradient der Abbildung f oder der Normalenvektor zur Hyperebene, die durch
Si(r)=f"'(r*) beziiglich der Minkowskimetrik g gegeben ist, lautet:

gV (f)=grad(f)=(2x,2x, ...,2x,) (Gradient und Metrik).
Die Lénge des Normalenvektors beziiglich der Minkowskimetrik ist dann:
lgrad (f)'=—4xi+4x3+..+4x’=4r

Dies liefert fiir den Normalen-Einheitsvektor:

L1
N=—
ngrad(f)
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Ist H ein Vektor aus dem Tangentialraum der Hyperebene, dann gilt fiir ein Vektorfeld V auf
der Hyperebene:
D, V=F-(VeV)=Jy i
Dabei ist J; die Jacobimatrix des Vektorfeldes V . Setzt man V=N , so liefert die
Abbildung: _ _
W(H)=D;N=J;-H
wegen DE<N,N>=<2DEZ_\7 s N>=0 , dass D NLIN und damit eine Abbildung
W:T(S}(r))»T(S;(r);W(H)=D,N definiert ist. Diese Abbildung nennt man
Weingartenabbildung. Da /]

|
N:§(2x0,2x1,...,2xn)=

G

"
ﬁzN =J;H gilt, muss man die Jacobimatrix des Vektorfeldes

= |

(Xg,X,,-.,X,) berechnen. Man sieht sofort, das J ;= % E
gilt, wobei E hier die Einheitsmatrix bedeutet. Damit ist die Weingartenabbildung durch:

W(H)=—H

N | =

gegeben.

Hat man eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und hat der Tangentialraum eine Dimension groRer als
Eins, dann kann man die Fliche des Parallelogramms, die durch zwei Tangentialvektoren @ und
v aufgespannt wird, iiber die Formel:

\/g({;:{;)'i'g(_Lz:a)_g(i;’a)2

berechnen. Dabei ist g die Metrik auf dem Tangentialraum. Man kann dann zeigen, dass die Grofie

nur von der Ebene abhiingt, die durch die beiden Tangentialvektoren # und Vv aufgespannt
wird, aber nicht von der Auswahl der Tangentialvektoren, die dieselbe Ebene aufspannen. Man
nennt diese GroRe die Schnittkriimmung.

Die GréBe R(ii,v)v ist der Riemannsche Kriimmungstensor, der in der Differenzialgeometrie
wie folgt definiert ist:

R(l_j,v)W:Vavv\'—{’—VJVgVV—V[g’V]VV .

Dabei ist das Symbol V der Zusammenhang® der Mannigfaltigkeit und das Symbol [. , .]
entspricht der Lie-Klammer>. Diese Formel stimmt mit der schon iiber die Christoffelsymbole

50 https://de.wikipedia.org/wiki/Schnittkr%C3%BCmmung#Beziehung zur gau%C3%9Fschen Kr%C3%BCmmung

51 https://de.wikipedia.org/wiki/Riemannscher Kr%C3%Bcmmungstensor,
https://de.wikipedia.org/wiki/Zusammenhang (Differentialgeometrie)

52 https://de.wikipedia.org/wiki/Lie-Ableitung
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erwdhnte Formel fiir den Riemannschen-Kriimmungstensor iiberein. Der Zusammenhang ist dabei
tiber die Christoffelsymbole gegeben.

Nunist Sj(r) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, die in den IR"*' eingebettet
ist. Dann lasst sich der Riemannsche Kriimmungstensor iiber die Gaul8-Formel berechnen:

n+1

RO(X,Y)Z=R¥ (X,Y)Z+g(W(Y),Z)W(X)—-g(W(X),Z)W (Y) .

Dabei steht das Symbol g fiir den metrischen Tensor. Mit der Weingartenabbildung W fiir S/ (r)
erhdlt man dann als Ergebnis:

-

L(g(V,2)X-g(X,2)¥) .

r

RI(X,7)2=L(g(¥,2

In der Formel fiir die Schnittkriimmung kann man jetzt den Zahler berechnen. Dies liefert:
s o\ o | w aye) =y 1 - o = o o o
g(R(w.7)7.8)=g( (g, 7)u=e(a,7)v).mj=5lala(v.viusm)Salglusvlva)]
[g

g(R(1,V)v, ﬁ)=% (v Tf)g(ﬁ,ﬁ)—g(ﬁ,V)g(V,ﬁ)]=;(g(V,V)g(ﬁ,ﬁ)—g(ﬁ,V)z)

Dies entspricht dem % fachen vom Nenner in der Schnittkrimmung. Deshalb hat man fiir den
r

De-Sitter-Raum eine konstante Schnittkriimmung;:
n 1
K(Si(r))==
r
Der Ricci-Tensor ist die Tensorverjiingung des Riemannschen Kriimmungstensors. D. h.:
ric(X,Y) Z €g(R Je,,Y)

mit &=g(e;,e;) und einer Orthonormalbasis { eye,...,e, } . Nach der GauB-Formel ergibt
dies:

—_

ric(X,Y)=52 €g(gle,e)X—g(X,e)e,¥)

=
I
o
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Daraus erhalt man fiir den Ricci-Tensor, dass dieser ein Vielfaches des metrischen Tensors ist:

Der Ricci-Skalar ist dann durch

gegeben.

Die kosmologische Konstante erfiillt die Gleichung: R= - A . Hierbei steht das Symbol R fiir

den Ricci-Skalar. Man erhalt:

n(nz—l) 2n A
r n—2
und damit
p=(n=1)(n=2)
2r

Der Anti-De-Sitter-Raum wird durch die Hyperfldche der Abbildung:
fiR™3R:x>—x,—x'+x5+..+x. induziert:
H{(r)=f"'(-r’)
Der Anti-De-Sitter-Raum ist diffeomorph zu S'XR"™" . Der Diffeomorphismus ist durch:

Xy Xy

V4| (3P ()P

q)r(XO,Xl,)A():( 5&)

b

2yl |(3)F,3)

@, (yo vy 3)=(yoV rP+(8)

gegeben. Der Gradient ist derselbe wie beim De-Sitter-Raum. Beziiglich des metrischen Tensors g,
mit diag(g) ={-1, -1, 1, ..., 1} gilt:

g(grad(f),grad(f))=—4r® mit grad=g-V .

Dadurch édndern sich die Kriimmungen, die wie beim De-Sitter-Raum berechnet werden:
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n 1
K(Hl)___2
r
n—1
Rj=———9;
R:_n(n—l)

Der Anti-De-Sitter-Raum hat besondere physikalische Eigenschaften. Jedes Objekt, das man
wegwirft, kehrt wieder zuriick. Die Zeit bis zur Riickkehr ist nicht von der Stirke des Wurfs
abhdngig. Das Objekt entfernt sich desto weiter, je kraftiger man es wegwirft, aber es kehrt stets
nach der gleichen Zeit zuriick. Licht entfernt sich unendlich weit, kehrt aber wieder nach endlicher
Zeit zuriick. Der Grund fiir dieses seltsame Phdnomen ist eine Zeitkontraktion, die mit der
Entfernung vom Beobachter zunimmt.

Der Anti-De-Sitter-Raum (AdS) spielt eine wesentliche Rolle in der holografischen Theorie. Sie
geht davon aus, dass es zu allen Zustinden in einem Raum-Zeit-Gebiet eine &quivalente
Beschreibung auf dem Rand dieses Gebietes gibt. Dies bedeutet aber auch, dass der
Informationsgehalt — alle mogliche Anordnung von Teilchen und deren Feldern — bei der
Gravitation keine lokale GrolSe ist, weil dieser dann proportional zum Volumen eines Gebietes wiére.

Fiir die Theorie spricht die Entropie Schwarzer Locher. Das Flaichenmal$ des Ereignishorizontes, der
durch den Schwarzschildradius gebildet wird, ist ein direktes MaR fiir die Entropie Schwarzer
Locher. Ein Schwarzes Loch ist eine Obergrenze fiir die Materiekonzentration in einem Raumgebiet
und damit auch die Obergrenze fiir die Entropie in einem Raumvolumen.

Ein besonders wichtiger Aspekt des Anti-De-Sitter-Raums liegt in der Korrespondenzvermutung
zwischen AdS und CFT — Conformal Field Theory. Unter einer Korrespondenz versteht man in der
Mathematik zwei Theorien, die dieselben Phianomene beschreiben. Sie werden meistens durch
Kategorien beschrieben und entsprechenden Abbildungen zwischen den Kategorien, die man
Funktoren nennt. Was in der einen Theorie schwer zu beweisen ist, kann in der anderen Theorie
leicht bewiesen werden. Wichtige Theorien und Funktoren zwischen den Theorien liegen in der
algebraischen Topologie vor. Der Fields-Medaillen Preistrdger Peter Scholze versucht, iiber
sogenannte perfektoide Rdume Zahlentheoretische Probleme zu 16sen.
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5.6 Das Godel-Universum oder die Reise in die Vergangenheit™
5.6.1 Die Metrik
Das Linienelement im Godel-Universum ist gegeben durch:

2x
dsz=az(dt2—dx2+e7dy2—dzz+2exdtdy) ™,

Fiir die folgenden Rechnungen wurde das Programm Sage benutzt. Es handelt sich dabei um die
Open-Source Version des Mathematikprogramms Maple, das man kostenpflichtig erwerben kann.
Einen Download Link fiir Sage kann man erhalten unter:

ftp://ftp.fu-berlin.de/unix/misc/sage/index.html .

Das entsprechende Handbuch fiir Sage findet man unter:

https://doc.sagemath.org/html/en/reference/index.html

Entsprechende Beispiele sind unter:

https:/nbviewer.jupyter.org/github/sagemanifolds/SageManifolds/blob/master/Worksheets/v1.3/
SM Friedmann equations.ipynb

zu finden. Hier wurden die Berechnungen von Kapitel 5.4 mit Sage durchgefiihrt.

version ()

'SageMath version 8.4, Release Date: 2018-10-17"

M = Manifold (4, 'M', structure='Lorentzian')

fr.<t,x,y,z> = M.chart(r't x y z')

var('a ¢ Lambda', domain='real')

g=M.metric ()

gl0,0]=anr2; gll,1]1=-anr2; g[2,2]=anr2*exp(2*x)/2; gl[3,3]1=-ar2;
gl0,2]=an2*exp(x); gl2,0]=anrn2*exp (x)

latex (gl:1)

a? 0 a2 0
0 —a? 0 0
a2e” 0 ; a2el22) 0
0 0 0 —a?

h=g.inverse ()
latex(h[:])

53 https://www.wissenschaft.de/geschichte-archaeologie/ein-ganzes-universum-als-zeitmaschine/
54 REVIEWS OF MODERN PHYSICS VOLUME 21, NUMBER 3 JULY, 1949
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1 2¢l~%)
_a_g 10 ag 0
B

2e\ 7" 2 ¢
22 0 - ea2 0

nabla = g.connection/()
latex (g.christoffel symbols display())

Fttx = 1
t 1 =x
way == %6
Ly = §€(x)
Fytw - —6( *)
Ricci = nabla.ricei ()
latex (Ricecil[:])
1 0 e’ 0
0 0 0 0
et 0 el27)
0 0 0 0
Ricci_scalar = g.ricci_scalar()
latex(Ricci_scalar.display())
rig): M — R
1
(@Ia%z) — ol
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Der kontravariante Vektor e'= hat beziiglich der Metrik die Lédnge 1.

cocona|m

Seine kovarianten Komponenten sind: g;-a’=(a,0,ae*,0)=u

-

Damit lasst sich die linke Seite der einsteinschen Feldgleichung wie folgt schreiben:

2 x
ae

X

Es gilt u®u= ZOZX
ae
0

co oo
oo oo
o oM

e
0
2x
e
0

(=T ]

1 1 -> ->
R,——~R-g;=—-u®u-—

1
2 a 2a’ i -

Zusammen mit der rechten Seite der einsteinschen Feldgleichung liefert das, wenn man c = 1 setzt:
1 - - 1 — 8 G - - A
—2-u®u——2-gij— G o ud u+ gq

a 2a

Durch Koeffizientenvergleich erhdlt man die Losung mit:

1
_2:8.”.G.p
a

und
A=—4-72-G-p
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5.6.2 Rotationssymmetrie

&

2x, 2
ds2=a2(dx§—dxi+eTdxi—dx§+2ex‘dx0dx2) oder dsz=a2[(dx(,+ex‘dx2)2—dxf—e2

-d x;— dx}]
Umwandlung der Metrik in eine rotationsfreie Metrik:
Man benutzt folgende Formeln® zur Koordinatentransformation in Polarkoordinaten:

e e“=cosh2r+cos @sinh2r

*  x,e"=+2sin gsinh2r

X,—2t
@, %

2 242

@ XO—Zt

«  tan(L it
an(2+ e ) mi

_ 2r g
)=e tan(2

w4
2

. X,=22
Mittels dieser Transformationen soll das Linienelement

2 X,
ds*=a’[(dxq+e* d x,)’—dx’— e2 -dx2—dx2]

in ein Linienelement umgewandelt werden, das keine Funktion von ¢ enthélt, also nur von

2Xx,
. : .. : e
Funktionen in r abhédngt. Wir berechnen zuerst den Ausdruck dxf+7 -dx;

e*'d x,=2sinh 2r dr —sin @sinh 2r d ¢+2 cos ¢cosh2 r dr

e dx,+x,e"'d x,=V2cos gsinh2rd @+2+/2sin gcosh2rdr

e dx, =2 cos gsinh 2rd g+2+/2sin gcosh 2r dr—x,e*d x,

e dx,=v2cos gsinh2rd ¢+2¢§sin @cosh 2r dr—x,(2sinh 2r dr —sin @sinh 2r d ¢+2 cos gcosh2 r dr)
x,=x,e"e “'=e "'\/2sin gsinh 2r

" dx,=/2cos @sinh 2r d g+2+/2sin gcosh2r dr—e ™ *\/2sin gsinh 2r (2sinh 2r dr —sin g@sinh 2rd g+2 cos gcosh 2 r dr)

e’ dx,=e" (\/icos @sinh2r d g+2+/2sin gcosh2r dr)—\/Esin @sinh 2r (2sinh 2 r dr —sin gsinh 2rd ¢+2 cos gcosh2r dr)

e”"dx,=(cosh2 r+cos gsinh 2r)(v/2 cos gsinh2r d g+2v2sin gcosh?2 rdr)—+2sin gsinh 2r (2sinh 2r dr—sin gsinh 2r d ¢+2 cos ¢cosh?2 rdr)

55 https://journals.aps.org/rmp/abstract/10.1103/RevModPhys.21.447
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e’d x2=\/§cos @sinh2rcosh2rd (p+\/§cos2 @sinh*2rd (p+\ﬁsin2 @sinh’2rd g+...
............. +2+/2sin ¢Cosh2 2rdr+2+2cos @sin gcosh 2rsinh2rdr ...
............. —2+/2sin gsinh?2r dr—2+/2cos @sin g@sinh 2r cosh2r dr

eledx2= V2 cos @sinh2rcosh2rd g+2 V2sin @dr++\2sinh*2rd ¢

et dx§=(\/zcos @sinh2rcosh2rd g+2+/2sin ¢dr+\/§sinh22rd¢)2

e*™d x§=2 cos’ gsinh® 2 rcosh®2 r d ¢/ +8sin” @dr’+2sinh* 2 r d ¢ +8 cos gsin gsinh 2 r cosh2 r drd g+...
............... 4 cos @sinh®2 rcosh 2r d ¢7 +8sin @sinh’ 2rdrd ¢

e*'d x{=(2sinh 2 r dr—sin gsinh 2 r d ¢+2 cos gcosh 2 r dr)’

e’d xf=4 sinh®2 r dr*+sin’ @sinh®2rd ¢/+4 cos” gcosh’2r dr’+...
............... — 4sin @sinh®2r dr d ¢+8cos @sinh 2r cosh2 r dr’—4sin gcos gsinh 2r cosh2rdrd ¢

e*d xf+;— e**dx=(4sinh’ 2r+4cos’ pcosh’2r+8 cos gsinh 2 r cosh2 r+4sin’ ¢)dr’+...

................................ (sinh*2r+cos” gsinh’ 2r cosh® 2r+2 cos gsinh®2r cosh2 r+sin® sinh’2r)d ¢

e*d X+= e“ldx;: 4 (sinh®2r+cos’ gcosh® 2 r+2cos gsinh 2 r cosh2 r+sin® @) dr'+...

................................ sinh®2r (sinh®2r+cos” @2 r cosh®2r+2 cos ¢sinh 2r cosh 2 r+sin’ ¢)d ¢

e"=cosh2r+cos gsinh2r  e**'=(cosh2r+cos gsinh2r)*
e*'=cosh’2r+2cos gcosh 2r sinh 2 r+cos ¢ sinh’ 2r
e?=1+sinh’2r+2cos gcosh 2rsinh2r+cos ¢’ (cosh’2r—1)
e*'=1—cos” g+sinh°2 r+2 cos gcosh 2r sinh 2 r+cos” gcosh*2 r
e*'=sinh’2 r+cos’ gcosh’2r+2 cos gcosh2r sinh 2r+sin’ ¢
dxf+§—e2xldx§: 4dr*+sinh’2rd ¢

d Xi"‘;_ e dxi: A4dr’+4sinh’r cosh’rd (p2

Wir berechnen nun den zweiten Term im Linienelement der Godel-Metrik: dx,+e"' dx,
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(La2)=e

Dazu benétigen wir tan
242

tan(%) zur Umrechnung in dt:

Mit der Kettenregel erhdlt man:

d 2dt
[1+tan2(£+xo—_)]-(d—¢) X(]—)_—Ze_zrtan(g)dﬁe_zr(1+tan2(

do
2 22 ))

2

N

—4r . 2@ d_(ﬂ dx,—2dt o -2r @ —2r 2
[1+e tan(z)](2 7 J)=—2e tan(z)dr+e (1+tan’®(

Q,

a9
2

)):

N[

Multipliziert man mit e , so erhélt man:

d 2dt
[e2r+e_2r-tan2(§)] (d_(p L )——2tan(§)dr+(1+tan (

d
2 22 5

2

Nle

(5~

do dXO—Zdt) 2
2 2\/2 - le+e—2r.tan2(%p)

—42tan(Z )dr+¢z(1+tan (§)>.d¢

le+e " tan? (L)
2

dx,—2dt= —V2d @

_mtan(g)drwi(lﬂaﬁ(g))-d(p
dX0: §0 — 2d¢+2dt

2r —2r 2
e +e an (2)

e’ =cosh2r+sinh2r e *"=cosh2r—sinh2r

e2r+e_2r-tan2(2£)=cosh 2r+sinh 2r+(cosh 2r —sinh 2r) tanz(ég)

] Coszgzcoszzzcosh 2r+cos’L sinh 2r+sin’®

[cosh 2r+sinh 2r+(cosh2r—sinh2r)tan’ (?

cosh2r—sin
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@

[cosh2r+sinh 2r+(cosh2r —sinh2r)tan’ (% )] cosZZ—

NS

=cosh?2 r+(c032££—sin2 ;2) sinh2r

@

[cosh 2r+sinh 2r+(cosh2r—sinh2r)tan® (% )] c0522—:cosh 2r+cos gsinh2r

NS

22:3)(‘

[cosh 2r+sinh 2r+(cosh2r—sinh2r)tan® (% )] cos 5

N ||

ezr+e_2r-tan2(%)=—

Dies liefert fiir dxo:

[—4\/itan(g)dr+\/5(1+tan2(%0))'d¢]coszg B
dx,= - —J2d p+2dt
e 1

X1

Multipliziert mit e™ ergibt dies:

exldx0:[—4\/§sin(§)cos(%)dr+\/§(c052§+sin2(§))‘d @l—e*(V2d g+2dt)

e"'d x,=—2+/2sin pdr+v2-d p—e" (V2 d p+2 dt)
Mit e“'=cosh2r+cos @sinh2r liefert das:
e dx,=—2+/2sin gdr++2-d g—(cosh2r+cos gsinh 2 r)(V2d g+2dt)
Wir hatten schon eledx2= V2 cos @sinh 2 r cosh2rd g+2+/2sin gdr+ V2sinh®2rd @ hergeleitet.
Dies liefert dann
e“'d x,+e”'dx,=V2 cos gsinh 2r cosh2rd g++/2sinh*2rd g+2-d ¢—(cosh 2 r+cos gsinh2r)(v/2d g+2dt)
e“d x,+e”" dx, =2 cos gsinh 2r cosh2rd g+2(cosh’2r—1)d ¢g++2-d ¢—(cosh 2r+cos gsinh2r)(vV2d gp+2dt)
e“'d x,+e” dx,=2 cos gsinh 2r cosh2rd g++/2cosh’2rd ¢—(cosh 2 r+cos gsinh2r ) (vV2d p+2 dt)
e“'d x,+e” dx,= (V2 cos gsinh 2r +v2 cosh 2r)cosh 2r d ¢—(cosh 2r+cos gsinh2r)(vV2d g+2dt)
e“'d x,+e” dx,=V2e" cosh2rd gp—e"(V2d p+2dt)

dx0+ezx‘dx2:\/icosh2rd o—(vV2d (p+2dt)=\/§(cosh2r—1)d p—2dt
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(dx,+e” " dx,=(V2(cosh2r—1)d p—2dt)
(dx,+e’*dx,}=4dt*+2(cosh2r—1)’d ¢/+4+2(cosh2r—1)dtd ¢

Mit der Beziehung: cosh2r—1=2sin’r+1 erhalt man:
(dx,+e** dx,f=4dt*+8sinh*d ¢/ +8+v2sinh’rdt d ¢

und
dxf+l e dx§= 4dr’+4sinh’r cosh’rd q02
2

2 X,
Damit transformiert sich das Linienelement ds*=a’[(dx,+e™d x,)’— dx3— eT-d x;—dx;] zu

ds’=a*-(4 dt*+4sinh*rd ¢’ +8+2sinh’r dt d p—4 dr’— 4sinh’r cosh’r d ¢ —dz°)
ds’=4a’-(dt’—dr’—dz’+2sinh*rd ¢’ —sinh’r cosh’rd ¢/ +2 \Esinllzrdtd @)
ds’=4a’-(dt’—dr’—dz*+2sinh*r d ¢ —sinh’r (1+sinh’r)d ¢#+2V2sinh’rdt d )

ds’=4a*(dt’— dr’—dz*+(sinh*r—sinh’r) d ¢ +2v 2sinh’r dt d @)

Damit ist gezeigt, dass das Godel-Universum rotationssymmetrisch ist. Fiir r>1In( 1+ 5) ~0,88
wird sinhr>1 . Betrachte man fiir solche r den Kreis mit r=konstant , z=0 , t=—ag
mit 0<@<27 ,soerhilt man: ds’=4a*-(a’d¢+(sinh*r—sinh’r)d ¢’—2a+2sinh’rd ¢) oder

ds’=4a’-(a’+sinh’r— (142 ay2)sinh’r)d ¢’ .Ist @=0 , dann sind fiir solche r alle Punkte auf
dem Weg zeitartig.

® a=0 i
® f(x) = 0% +sinh’(x)— (142 0v2) sinh?(x) a=0

' ’ 1 1 @ 1 1 12
® A=(0.880)

0.8

0.6

04

0.2

Abb5.5.2.2 ds’<0 fiir 4a°=1 und @=0 in gewissen Bereichen
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Damit wird aber jeder Punkt im Gddel-Universum auf diesem Kreis in einen Punkt
transformiert, dessen Zeitkoordinate ¢=—27a vor der Ausgangszeit t=0 ist, falls >0
ist. Dies zeigt, dass es Wege im Godel-Universum gibt, die zurtick in die Vergangenheit fiihren.
Das Godel-Universum ist also nicht kausal und entspricht damit nicht dem physikalischen
Zeitpfeil, der keine Riickrichtung aufweist, weil die Entropie im Universum stetig zunimmt.
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5.7 Schwache Gravitationswellen

5.7.1 Einfiilhrung

Die schwachen Gravitationswellen sollen mit folgender Uberlegung motiviert werden. Dazu stellt
man sich einen Beobachter A im Koordinatenursprung eines frei fallenden Koordinatensystem vor.
Dann sind alle physikalischen Messungen in einem Minkowskiraum mit Koordinaten {x°, x', x?, x*}
={t, X, y, z} beschreibbar. Es stellt sich die Frage, ob die einsteinschen Feldgleichungen auch kleine
Storungen dieser Minkowskimetrik erlauben, sodass die Weltlinie eines Probeteilchens D fiir den
Beobachter eine Schwingung ist. Wir gehen davon aus, dass die Amplitude dieser Schwingung eine
GroRenordnung von < 107, sodass die Kriduselung der Raumzeit sehr schwer messbar ist und die
Quadrate dieser Grofen fiir die physikalische Messung keine Rolle mehr spielen, weil sie unterhalb
der Plancklénge liegen.

Abbildung: Krduselung der Raumzeit durch schwache Gravitationswellen

Die folgende Abbildung soll dieses Verhalten illustrieren. Eine schwache Gravitationswelle, die sich
mit Lichtgeschwindigkeit bewegt, krduselt die Raumzeit des Probeteilchens in D. Der Beobachter A
wird dies als Anderung der Position des Teilchens auf der x-Achse bemerken, in dem er in x-
Richtung unterschiedliche Abstédnde des Probeteilchens misst.

In der Allgemeinen Relativitétstheorie beschreibt die geoddtische Abweichung das Verhalten des
Probeteilchens D. Die geodatische Abweichung beschreibt die Tendenz von Objekten sich zu
ndhern oder zu entfernen wahrend sie sich unter dem Einfluss eines sich raumlich verdnderlichen
Gravitationsfeldes bewegen.
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Die dabei auftretenden Kréfte werden durch den Riemannschen Kriimmungstensor beschrieben. Die
Bewegungsbahn eines Objektes, das sich nur unter dem Einfluss der Gravitation bewegt, ist eine
Geodéte, sodass man eine Verbindung zwischen dem Riemannschen Kriimmungstensor und der
relativen Beschleunigung zweier benachbarter Geodaten hat.

Man betrachtet eine Menge von Geodaten, die durch einen stetigen Parameter s indiziert sind und
mit einem affinen Parameter t parametrisiert sind. In der allgemeinen Relativitétstheorie ist t die
Eigenzeit des sich bewegenden Objektes. Der Tangentialvektor an eine Geoddte y,(t) ist dann

durch Ti:% gegeben. Dies entspricht der Geschwindigkeit des Objektes, das sich entlang
der Geodidte bewegt. Zusétzlich definiert man iiber X i:M einen Abweichungsvektor, der
S

die Entfernung der beiden Objekte angibt, die sich in infinitesimalen Abstdnden zueinander auf
ihren Geodaten bewegen.

Nimmt man nun die zweite kovariante Richtungsableitung entlang des Tangentenvektors T, so
erhélt man die Beschleunigung zu:

A'=R',, T'T"X'

Setzt man voraus, dass sich die Objekte A und D im Minkowskiraum nur sehr langsam bewegen,
dann ist der Tangentenvektor T ungeféhr (1,0,0,0). Daraus erhdlt man:

A'=R'y, X'=—R'y,, X' mit i,1=1,2,3 . Die Beschleunigung des Teilchens D ist aber die 2.
OAX

zeitliche Ableitung der Abweichungen Ax'=dx' . Deshalb erhédlt man: A'= il Setzt man
t
. 16°h"
nun R',,=-— > a—'zl , so hat man ein Gravitationsfeld, und dies liefert fiir die Beschleunigung in
t
anizlazhgT i T i

x und durch Integration Axi=lh X' . Dabei sind die x' die

o 2 or 2"
ungestorten Koordinaten von Punkt D, d. h. die Koordinaten von D in Abwesenheit der schwachen
GW.

diesem Feld:

Die Anfangsbedingung, die der Integration zugrunde liegen, sind, dass die beiden Objekte A und D
in Ruhe sind, bevor die Gravitationswelle ankommt. Die Formel gibt dann an, wie die Koordinaten
durch die GW gestort werden. Da die Gravitationswelle sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet
und wir im Folgenden davon ausgehen, dass sie die x-y-Ebene in z-Richtung durchlauft
(transverse), konnen wir davon ausgehen, dass diese Koordinaten nicht gestort werden.

Damit kann man den Metriktensor der Stérungen wie folgt beschreiben:

0 0 0 O

1 0 hTT hTT 0
hTT:_ XX Xy : t — 0 1 o2 3 .
720 BT AT o in {tx,y,z} = {x",x ,x",x°}

0 0 0 0
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Die Stérungen entlang der x- und y-Koordinatenlinie sind dann:

1 1 1 1
szihgx , AyZ—Ehgy , szihgy und Ayzihgx .
[ 18
m ot 2 ot
gegeben. Weil das Gravitationsfeld Divergenz 0 hat, erhdlt man h; =0 , d.h.: die Metrik ist
traceless, und dies liefert: h.. =—h und hg:hg wegen der Symmetrie des Metriktensors.

XX yy
Man setzt h, =h, und hy, =hy .Damit lautet der Metriktensor fiir die Storungen:

Das Gravitationsfeld, das dem Vorgang zugrunde liegt, ist dann durch:

0 0 0 0
hTT—l 0 h, hy 0
i=210 hy —h, 0

0o 0 0 O

Die Abbildung zeigt die Anderung der Raumzeit
durch das FEintreffen einer  schwachen
Gravitationswelle in der Beobachterebene:

Ax=%h+x und Ay:—%hy . Der Kreis,

auf dem die Probeteilchen ohne GW liegen, wird
in Ellipsen deformiert. Dreht man die Ellipsen um
180° so gehen die Ellipsen in sich selbst iiber.
D. h.: Bei einer Rotation um 360° hat man zwei
Selbstabbildungen der Ellipse. Dies bedeutet, dass
das theoretische quantenmechanische Teilchen,
das die Gravitationswellen erzeugt, den Spin 2 hat.

- Diese Darstellung erhélt man aus Ax:%hX y

und A y:%hxx . Es handelt sich um 45°

gedrehte Ellipsen. Die beiden Darstellung sind der
Polarisation der Gravitationswellen zugeordnet.
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Wir gehen wieder von der Situation aus, dass der Beobachter im freien Fall ist und deshalb seine
Messungen im Minkowskiraum durchfiihrt. Das Teilchen, das er beobachtet, wihrend die GW seine
x-y-Ebene in z-Richtung mit Lichtgeschwindigkeit durchlduft, befindet sich auf der x-Achse und
hat die x-Koordinate L. Wir gehen davon aus, dass die GW die Metrik des Minkowskiraums

(x)

minimal  stért: g;=n,+h; +O((h"")’) . Dann erhalten wir: g;= 77,.J.+O(?) mit
|(Rijk,)\~é , d.h. die Abweichungen von der Minkowskimetrik sind sehr Kklein.
o’hy ;i h, .
%~\(Ri0k0)|:% atlzk xl~? mit /1:%{ . Wenn die Wellenlidnge der GW viel groRer ist als
2
der Abstand L des Probeteilchens auf der x-Achse, dann erhdlt man: g;= ;7I.j+O(h+|(i—2) ‘) mit
(L) 1 L’
h+7<<h+ . Dies liefert dann eine Korrektur der Messung Ax:§h+x von h+(7) . Hat

man also einen sehr kleinen Abstand des Probeteilchens zum Beobachter verglichen mit der
Wellenldnge der GW, dann kann man mit den Formeln aus 5.1 arbeiten und so tun, als hétte die GW
nur auf das Probeteilchen D einen Einfluss, nicht aber auf den Beobachter A.
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5.7.2 Herleitung

Man betrachtet eine gestérte Minkowskimetrik g, =7,+f; . Dabeiist 1, die Minkowskimetrik
beziiglich {t,x,y,z} ={ X', ¥, ¥, x* }und f ;<1 die entsprechende Stérung,
sodass Produkte der f; vernachléssigt werden konnen.

Die inverse Matrix zu g, ist g’ .Wenn man die quadratischen Terme der f, vernachlassigt,

dann kann man g'=#"—f" nehmen. Es gilt: (n,+f;)- (7' —f")= "+ 07 = e f = Fi "
Der letzte Term  —f ;- f" kann vernachlassigt werden. Man erhilt also:
(my*fy) (7 =)~y o +f o' =y f"=E+f; 17'— 3;-f" mit der Einheitsmatrix E . Setzt
f11 _f12 _f13 _f14
_f21 fzz fzs f24

_f31 f32 f33 f34
_f41 f42 f43 f44

man fir f’ die Matrix , 5o erhédlt man fiir das Matrixprodukt

fij"?ﬁ_ ’71‘j'fji :
fu fiz fis ful [-1 0 0 0 -1 0 0 0 fu —feo —fi —fu
fu fn fn ful] O 1.0 0_JO 1 0 O0)-fu f[xn [ fa =0
[sn Fn fsu fa 0 010 0 0 1 OJ1—fs fx fas fa
fo o fo fu oL 0 001 —fa [ fa fa

Da es metrische Tensoren sind, sind die Matrizen f; und f U symmetrisch, was wir bei der
Berechnung nicht benutzt haben:

f11 _flz _f13 _f14 f11 f12 f13 f14
_f12 fzz fzs f24 bzw. f12 fzz f23 f24
_f13 fza f33 f34 f13 f23 f33 f34
_f14 f24 f34 f44 f14 f24 f34 f44

Bemerkung:

* Setzt man dariiber hinaus h;=f ij—%-trace(f u) M, so ist die neue Metrik h;; traceless,
d. h. die Spur der Matrix ist 0.

* Setzt man die Komponenten f,;=0 fiiri> 1 gleich 0, so spricht man von einem

synchronisierten Bezugssystem, und f; bzw. f’ sind in diesem Fall identisch.

Die Christoffel-Symbole berechnen sich dann zu:

196



Relativitatstheorie V1.2 bearbeitete Version

m_ 1

ms ms a si a S a i
D= (= )| S 202

2 8q" 8q 8q°
Dies vereinfacht sich zu:
0g,; O 0g;
l-‘;r;(=l’7ms. g;{1+ gslk_ gl;(
2 0q 0q 0gq

Daraus kann man den Riemannschen Kriimmungstensor berechnen, wenn man die Produkte der
Christoffelsymbole vernachléssigt. Man erhalt:

m _6Eﬁ 6F£,
Rikp_ p k
0q 0q

Fiir den Riemannschen Kriimmungstensor ergibt sich damit:

Rm :l' ms( 62fsi + a.zfsk _ 62fik _ azfsi _ a.zfsp + azfip )
2" Y9qt0q" 0q-0q° 0q-0q° 0q"0q° 0q-0q" 0404

Da die griinen Terme verschwinden, ergibt sich weiterhin:

2 2 2 2
R} =1 ﬂms( +ai Ik - as i - ai Ly T as L k)
0q-0q° 0q’-0q°® 6q-0q 0q-0q

Durch Tensorverjiingung erhélt man den Ricci-Tensor der einsteinschen Feldgleichungen:
m
Rip_ R imk

_1 ms( +62fsm _ azfim _ azfsp + azfip )

v2" Yoq 04" 0q-0q" 0q-84" 0q™3q"

azfip — azfip _azfip
aqs.aqm aqm.aqm azqm

Da nur Summen fiir s=m auftreten, wird . Dann kann man den

0°, 9 , 0", ¢

L+ 0O : ’— kiirzer schreiben:
0t 0°x 0’y 0z

Ricci-Tensor auch mit dem d’Alembert-Operator O=-—
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2 2
ip=1.’7mm( +ai fmm_ 6mfim . a fmp _H:‘f) Oder
2 0q-99" 249"0q" 8q-0q"

1 62 mm 62 m' az m
R':_(Dfip+ if p_ mf p_ ifpm)
0q-0q° 0q -0q° 0q-0q

Um die Gleichung zu vereinfachen, setzen wir h;=f ;- %-trace(f u) 7; »dann verschwindet

_ o°f", _d’trace(f)
ip aqi_aqp aqi-aql’

und man erhalt folgende vereinfachte Gleichung:

R,=-0h,— —F
2 2°0q"-0q" 0q'-0q

1 1 o°h;" . 0°h,"

Um die Gleichung erneut zu vereinfachen, fiihrt man eine Koordinatentransformation durch:
9=q4-€(q',9",q’,q") ,oder q'=q'-€(q)

der nur geringe Abweichungen in € (

dann gemaR:

) zuldsst. Der neue metrische Tensor transformiert sich

j=09.99 , @ O9_5 Oc_5_0¢
0q' 04" oq oq oq
;. =(o" 66).((5'-_65")( +h, )
9p,=\0 == =)0, = <) ( Bt
0q 0q

gipzé;".glp'(nmn+hmn)_%.6:'(nmn+hmn)_év'"'g§p'(”mn+hmn) 6661 g; '(”mn+h )
q q

Vernachldssigen der Produkte liefert:

ip=6im.6;.(ﬂmn+hm) 66 6 ”mn 5"‘ 66" ”mn
aq 6‘1

Die Kronecker-Symbole sind nur fiir i=m und p=n gleich Eins. Somit erhdlt man:
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ﬂmp 61' SGH ﬂm

6qi q

Die Minkowskimetrik ist nur fiir m=n ungleich 0. Dies liefert:

gAip= ﬂip+ hip_ﬁ. Po) p,

77ip+h/\ip= ”ip+h a ep ”pp a fp. 77ii
0 q o0q

h;, transformiert sich dann geméQ:

ip~— "% —A.”ii A..”
p p aqp q, pp
Es gilt:
hi=hi— 0% 7~ 7
0q' 0q
Und damit:

hi=hi-2.2€.,f

oq'
weil wir h:-= 0 angenommen haben, erhilt man:
A i
h'= . O0e
oq

=2 65—0

In der Gleichung
o*h"  O°h"
Ripzlljhip_l( m ; + i - m
2 2 aq -aqp aq.aq

)

gilt dann:
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ah:"’_ahi'" a2&_i ; az‘s_m 5"'
6q" 0q" 0q"0q" = 8q'8q"

und der Term:

0 _0€” sy
0 qi oq"
verschwindet. Damit ergibt sich:
oh," oh"
= —0e
0q" 0q"

Fiir die € kannman also Funktionen verwenden, die die Differenzialgleichungen

oh"
=0e

oq"

o™ &°h"
+ -
0q™0q" 0q-0q"

l6sen. Dann verschwinden die Terme ~ ( ) im Ricci-Tensor:

3 1 N 1 aZh:m aZhAm
RiP_EDhiP_E( + &

8q"-0q" 8q-0q"

)

und man erhdlt so gemal der einsteinschen Feldgleichung:

1_~ 1 _ 8xaG
EDhiP—ER'giP—— C4 Tip .

Nun gilt aber R=trace(R;,) und gemiR Konstruktion der Koordinaten trace(R;,)=0 .Damit

erhalten wir die einsteinsche Wellengleichung fiir Gravitationswellen zu:

~ _ 167G
Dhip_— o ip -

m
i

O€ ist darauf zu achten, dass sich zwei

Bei der Losung der Differenzialgleichungen

m

Losungen immer um einen homogenen Anteil [ €,y,,00.,=0 unterscheiden, die den Ricci-Tensor
in der einsteinschen Feldgleichung aber nicht beeinflussen.

«Das Gravitationswellenobservatorium LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Detector)
besteht aus zwei jeweils vier Kilometer langen interferometrischen Gravitationswellendetektoren in
den USA. Ein Detektor befindet sich in Hanford, Washington, der Andere rund 3000 km entfernt in
Livingston, Louisiana. Als Advanced LIGO (,fortgeschrittenes LIGO®) bezeichnen die
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Wissenschaftler die aktuell in LIGO verbaute Technik, die zu den urspriinglichen Konzepten aus
den 1990er Jahren erheblich verbessert wurde.

Auch wenn sie deutlich ausgekliigelter und komplizierter sind, sind LIGOs Interferometer im
Prinzip Michelson-Interferometer, wie sie in den 1880er Jahren erfunden wurden. Beide haben eine
L-formige Gestalt und Spiegel an den Enden ihrer Laserlaufstrecken (Arme), um die Lichtstrahlen
zu reflektieren und ein Interferenzmuster zu erzeugen. Beide messen die Muster und Intensitdten
der Lichtstrahlen, nachdem sie tiberlagert und zur Interferenz gebracht wurden. Auf diese Weise

konnen sie winzige relative Lingeninderungen beider Arme von besser als ein Teil in 1022
nachweisen, die von Gravitationswellen erzeugt werden.»

(Aus: https://www.einstein-online.info/spotlight/aligo/)

A Al
[Bild: Caltech/MIT/LIGO Lab]

,Das Karolinska-Institut in Stockholm verkiindete, was viele erwartet und gehofft hatten - ehrlich
gesagt auch wir Journalisten. Denn der Nachweis der Gravitationswellen ist ohne Zweifel eine der
bedeutendsten Entdeckungen in der Physik und eine Bestdtigung, dass Albert Einstein recht hatte.
Er sagte die Existenz dieser Wellen mit seiner Relativitdtstheorie vor 100 Jahren voraus.

Viele Forscher und Institute waren beteiligt. Doch nur drei — das ist die Regel bei der Vergabe —
konnen die hochste wissenschaftliche Auszeichnung erhalten. Ebenso konnen Institute keinen
Nobelpreis bekommen — auch das ist eine Regel, sonst ware hochstwahrscheinlich das gesamte
LIGO damit geehrt worden, denn an diesem Observatorium war am 14. September 2015 der erste
Nachweis gelungen.
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Das sind die Preistrager:

Rainer Weiss wurde in Berlin geboren, floh aber mit seiner Familie wdhrend des Zweiten
Weltkriegs vor den Nationalsozialisten. 1938 kam er in die USA, ging in New York zur Schule und
studierte am Massachusetts Institute of Technology (MIT). Am Anfang seiner Laufbahn
beschéftigte er sich vor allem mit Atomphysik. Ende der 1980er Jahre spielte er schlieflich eine
fiihrende Rolle bei der Entwicklung von Gravitationswellendetektoren. Daraus entwickelte sich das
LIGO-Projekt.

Kip Thorne war bis 2009 Professor der theoretischen Physik am California Institute of Technology
(Caltech), auch Barry Barish forschte dort.

Vermutlich werden einige enttduscht sein, leer ausgegangen zu sein. Vielleicht auch Karsten
Danzmann, Direktor am Max-Planck-Institut fiir Gravitationsphysik in Hannover. Er war
maligeblich an der Entdeckung der Gravitationswellen beteiligt und bekam dafiir unter anderem den
renommierten Korber-Preis.

Insgesamt arbeiteten iiber 1000 Wissenschaftler daran, die Wellen in der Raumzeit zu entlarven.

Viele Physiker rechneten damit, dass die Entdeckung von Gravitationswellen den Nobelpreis
erhalten wiirde. Doch die Publikation der Wissenschaftler kam ein bisschen zu spédt, um noch fiir
2016 beriicksichtigt werden zu kénnen.

(Aus: https://www.dw.com/de/physik-nobelpreis-f%C3%BCr-die-entdecker-der-
gravitationswellen/a-40778852)

Barry Barish hielt an der Universitit Bern einen Vortrag iiber die Entdeckungen an den
Gravitationswellendetektoren (https:/www.youtube.com/watch?v=Pz5xL.DUFkOM&t=759s). Eine
Zusammenfassung der Ergebnisse ist leider nicht méglich, da ich keine Freigabe der Folien erhalten
habe.
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5.8 Schwarze Locher

5.8.1 Die Entropie und der Ereignishorizont Schwarzer Locher

Wir hatten schon aus der dufferen Schwarzschildmetrik den Radius des Ereignishorizontes eines
2:-G-M
2
c
aus, dass ein Photon im Schwarzen Loch verschwindet, sodass alle Informationen des Photons fiir
einen dulleren Beobachter verloren gehen. Versteckte Informationen sind ein Mal fiir die Entropie
eines abgeschlossenen physikalischen Systems. Die Energie, die dem Schwarzen Loch zugefiihrt

wird, betrdgt dann 1 Bit an Information:

ungeladenen, nicht rotierenden Schwarzen Lochs zu R= hergeleitet. Wir gehen davon

_hc _hc
AE= gl oder AE—R .

Die Anderung der Masse des Schwarzen Lochs ist dann:

AMZ% oder AM:L .
C R-c

= Z.G;M erhilt man AR :w . Mit dem Ausdruck AM :% liefert dies:
C C :

_2~G-3h oder AR:4'”—G3'h
R-c R-c

Die Anderung AR’ erhdlt man aus der Produktregel zu AR’=2-R-AR . Damit ist die

4.G3'h oder ARZzLﬁ'?'h .
C C

Anderung von AR’=

Also dndert sich die Oberfldche des Ereignishorizontes um eine konstante GréfSe. Die Zunahme der
Entropie ist proportional zur VergroRerung der Oberfldche des Ereignishorizontes eines Schwarzen
Lochs:

S=nA

Dabei bezeichnet S die Entropie des Schwarzen Lochs und A die Oberfldche des Ereignishorizontes.
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5.8.2 Die Hawking Strahlung

Wir wollen nun die Konstante 7] bestimmen. Dazu werden wir eine Analyse der physikalischen
Dimensionen [L] fiir die Lange, [T] fiir die Zeit, [M] fiir die Masse und [®] fiir die Temperatur
durchfiihren, um dies mit Mitteln der Schulmathematik zu bewerkstelligen. Fiir die Bestimmung der
Proportionalitdtskonstanten benutzen wir dariiber hinaus die folgenden Energieformen, die
entsprechende physikalische Konstanten enthalten:

Potenzielle Energie im Gravitationsfeld B G-M-m
r
Strahlungsenergie E=hw
Thermische Energie 3
E=Z-N-kyT

In den Formeln gibt es drei wichtige physikalische Konstanten:

G Gravitationskonstante
h Plancksches Wirkungsquantum
k B Boltzmann Konstante

Nach Einstein ist E=m-c’ , und damit hat die Energie die Dimension [M]-[L]*[T]* . Benutzt
man die Formeln von oben fiir die Energie, dann erhélt man fiir die physikalischen Konstanten
folgende Dimensionen:

Lichtgeschwindigkeit C [L]{T]"

Gravitationskonstante G [LP[M][T]”

Planck-Konstante 7 [M]-[LV[T]"

Boltzmann-Konstante K p [M][L}{®] -[T]* (Energie durch Temperatur)
Entropie S [M]-{[LF-{®]"[T]* (Energie durch Temperatur)

Die Dimension der Entropie S hat gemdf der Formel von Boltzmann fiir die Entropie

S=k B-ln (W) dieselbe Dimension wie die Boltzmann-Konstante. Dies liefert die Dimension
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Als Nichstes soll die Konstante 77 als Kombination der vier physikalischen Naturkonstanten

G, h, k p und C bestimmt werden. Dazu machen wir folgenden Ansatz:

[n)=[M][T]*[0] '=[G]“ [} [c]" k)’
[(MI[TT* (0] =([LP- (M T (M LF[T] PILH T P ML [e]  [T] )
[M]'[T]_z'[@]_1:[L]3a+2ﬂ+y+26’[M]_a+/j+6'[T]_2a_/j_y—25'[@]_5

Durch Exponentenvergleich in den physikalischen Dimensionen erhélt man ein Gleichungssystem
mit den vier Unbekannten «,f, y,0 .Die Losung ist a=—1;p=—1; y=3;0=1 .

Damit haben wir fiir die Entropie eines Schwarzen Lochs, das ungeladen ist und sich nicht dreht,
Folgendes gefunden:

S~ A

Gh

Hawking konnte zeigen, dass in dieser Formel der Proportionalitatsfaktor 2 ist. Damit ist die

Formel fiir die Entropie eines Schwarzen Lochs:

3
ky-c
S= A
4-G-h
Die Oberfliche des Ereignishorizontes ist: O,=4-zr; mit dem Schwarzschildradius
2 2
ro= 2 GZM hat man dann die Formel: O, :w . Damit haben wir fiir die Entropie:
c c

4-7kyG-M
S=
hi-c

Wir haben dS=dTE mit T als Variable fiir die Temperatur. Nach Einstein ist E=m-c¢’ und

damit gilt: dE=dm-c® . Damit erhilt man fiir die Temperatur T die Formel:

T:CZOZ_ZI oder
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-1
dm
mit der Formel fiir S von oben
87k, G M,
T=c*( - )
hi-c

o WC 1227107
8- wkyG-M M

Diese Temperatur ist die Hawking-Temperatur eines Schwarzen Lochs.

Die Hawking-Temperatur von massereichen Schwarzen ist sehr klein. Fiir ein Schwarzes Loch mit
der Masse unserer Sonne 2-10kg erhdlt man einen Wert von 6,135-10° Kelvin. Fiir ein
Schwarzes Loch mit der Masse unserer Erde 6-10°*kg betrégt die Hawking-Temperatur ungefihr

2,45-10"° Kelvin. Da die Temperatur der kosmischen Hintergrundstrahlung bei ungefahr 2,7
Kelvin liegt, absorbiert ein Schwarzes Loch diese Strahlung. Haben wir also keine
Hintergrundstrahlung mehr, weil die Schwarzen Locher sie absorbiert haben und das Universum
weiter expandiert ist, dann verliert das Schwarze Loch aufgrund seiner Hawking-Strahlung Masse.
Dies fiihrt dazu, dass Schwarze Locher verdampfen und zur Frage, wie lange es dauert, bis das
Schwarze Loch verdampft ist.

Die Leistung ist Pz% , oder t:% . Dies entspricht der Zeit, die notwendig ist, dass das

Schwarze Loch verschwindet. Wir benétigen dazu das Stefan-Boltzmann-Gesetz, das angibt,
welche Strahlungsleistung P ein Schwarzer Korper der Fliche A und der absoluten Temperatur T
aussendet. Dies konnen wir mit der Analyse physikalischer Dimensionen herleiten. Dazu machen
wir folgenden Ansatz:

%~h”‘-cﬂ-k,§-T‘5

[Pl et ok e
[A]—[h] [c][kg]"-[O]

Wobei T fiir die Temperatur steht und die anderen Variablen fiir die entsprechenden physikalischen
Konstanten von oben.

[P]_[M]'[L]Z_ i =5__ ) 2, -1\a, ) -1\8. i 2 -2, -1\y, 5
[A]—[T]g_[L]z—[M][T] =((M][L][T])*((L]-[T)-([M]-[L]-[T]*[e] ) [e]

[M]-[T]=[M]“ " [L] 22 T2 e
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Dies liefert vier lineare Gleichungen mit den Exponenten als unbekannte Grofen.

a+y = 1; 2a+p+2y = 0; -a-B-2y=-3; -y+6=0. Die Losungen des Gleichungssystems sind:

/& 3 _
a=-3; B=-2,y =4 &= 4. Damit erhalten wir: ZNh .c 2°k4B°T4 , oder

4
P k
— 3 b 5 T . Das exakte Resultat findet man iiber die Quantenmechanik zu:
A mc
4
P_r K
A 60 .2

Fir die Leistung P gilt: . Es handelt sich um einen

dt 60 h3 C2
2 2
Energieverlust des  Schwarzen  Lochs.  Substituiert = man A= w und
c
3
Tzh.—c liefert dann die Differenzialgleichung:
8- 71ksgG-M

dE_  hc” 1
dt 15360-7G> M’

2
. Mit Einstein dE=dM -c" erhilt man nach Separation

fi-c
der Variablen folgende Gleichung: M 2 dm=— 5 dt .Die Integration liefert:
15360 - 7-G
4
L s hi-c : R
— M =— > { mit den Grenzen t=0, die Zeit, wenn der Verdampfungsprozess
3 15360-7-G
des Schwarzen Lochs begann und t fiir die aktuelle Zeit:
1 1 hi-c
—M(t))-—=M(0)’=- ~t .
3 3 15360 7:G

Um die Zeit bis zur vollstdandigen Verdampfung des Schwarzen Lochs zu berechnen, setzen wir
M(t)=0 und M(0)=M. Dies liefert dann:

_5120-7G"

3 il
- — M’~10 . M3
hi-c

t
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Schwarze Locher sind iiberaus stabile Objekte. Aus Sicht der Schwarzen Lécher im Universum ist
das Universum mit 13,8-10° Jahren sehr jung. Ein Schwarzes Loch von der Masse der Sonne
2-10°kg hat ndmlich eine Verdampfungszeit von ca. 8-10"s oder 2,5-10% Jahre. Hingegen
sind Schwarze Locher, die zu Beginn des Universums entstanden und jetzt verdampft sind, wahre
leichtgewichtige Objekte gewesen. Nimmt man den Wert 10"s fiir das Alter des Universums, so
1017

_1621011kg . Dies entspricht ungefdhr der Masse eines kleinen

ist die Masse ca. M :§'/

Asteroiden.

Dafiir ist das Ende eines Schwarzen Lochs dramatisch. In der letzten Sekunde wird eine Masse von

M :§/ 10116~105 kg in Strahlungsenergie umgewandelt. Dies entspricht einem Gamma-Ray-

Burst, weil die Wellenldnge der Strahlung ca. 10 °'m betragt und iiber folgende Néaherungsformel

~29-10°°
T

A berechnet werden kann. Dabei ist T die Temperatur, die ein Schwarzes Loch mit der

Masse 10°kg besitzt.

ky-C 3
In der Formel fiir die Entropie S= ALBW -A st enthalten, was der inversen Planck-
B A
Fliche entspricht. Deshalb gilt: S= I 1—2 , dabei ist [ . die Plancklénge. Die Entropie eines
p

Schwarzen Lochs ist also direkt proportional zur Anzahl der Planck-Flachen, die die Oberfléche des
Ereignishorizontes ausschopfen. Wenn wir in jeder Planck-Zelle bindre Information abspeichern
konnen, dann konnen wir insgesamt 2N Informationen auf der Oberfliche abspeichern. Dies
bedeutet, dass es in diesem biniren Model insgesamt 2" Mikrozustinde gibt, die, gemiR der Formel

von Boltzmann: S=k - In(W )=k,In <2N ) =k, N-In(2) der Entropie entsprechen.

Die Entropie ist also ein Mall dafiir, wie viele Informationen an der Oberfliche des
Ereignishorizontes gespeichert werden kdnnen, was letztendlich zum holografischen Prinzip fiihrt.

Einstein hat schon gesehen, dass seine Feldgleichungen Wurmlécher zulassen. Dabei handelt es sich
um Abkiirzungen zwischen zwei getrennten Regionen in der Raumzeit. Ebenso hat Einstein die
Verschrankung zweier quantenmechanischer Objekte nicht akzeptiert, weil diese prinzipiell
atemporal ist. Heute wissen wir allerdings durch Experimente, dass es die quantenmechanische
Verschrankung gibt.

Interessant wird das holografische Prinzip, wenn man es zusammen mit der quantenmechanischen
Eigenschaft der Verschrankung verbindet. Hat man zwei Schwarze Locher, deren Ereignishorizonte
miteinander verschrankt sind, dann entspricht der Raum zwischen den beiden Schwarzen Léchern
einem Wurmloch.
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Aus: https://www.youtube.com/watch?v=M22MEShcyx8

Hat man nur ein Schwarzes Loch, auf dessen Ereignishorizont auch die Informationen von
verschrankten quantenmechanischen Zustinden gespeichert sind, dann passiert mit dem Raum
innerhalb des Schwarzen Lochs eine Teilung, wenn man auf dem Ereignishorizont die
Verschrankung eines quantenmechanischen Paars aufhebt. Hebt man alle Verschrankungen auf dem
Ereignishorizont auf, dann wird der Raum im Schwarzen Loch gepixelt.

Aus: https://www.youtube.com/watch?v=M22MEShcyx8

Damit ist es moglich geworden, die Raumzeit zu quantisieren.
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5.8.3 Singularitatstheoreme

Man findet die Singularitdtstheoreme auch in mathematischen Lehrbiichern iiber Riemannsche
Mannigfaltigkeiten mit Pseudometrik. Die Dimension der Riemannschen Mannigfaltigkeit kann
beliebig sein, die Pseudometrik kann eine beliebige Signatur haben. Hier werden die Dinge ganz
allgemein betrachtet, ohne auf die Raumzeitstruktur der einsteinschen Feldgleichungen einzugehen.
Siehe dazu z. B. Semi-Riemannian-Geometry, Barrett O.Neill, Academic Press, 2010.

Allerdings habe ich ein Script mit dem Namen: Light Rays, Singularities, and All That von
Edward Witten unter https://www.claymath.org/sites/default/files/wittenlectures.pdf im Internet
gefunden. Hier werden die abstrakten Begriffe der Differenzialgeometrie sehr anschaulich erklart,
und sie werden speziell fiir die physikalische Raumzeit dargestellt.

Ich habe diesen Zugang gewdhlt. Die Singularitdt Schwarzer Locher, die Penrose gefunden hat und
sich auf lichtartige Kurven in der Raumzeit bezieht, und die Singularitdt, die Hawking gefunden hat
und sich auf zeitartige Kurven in der Raumzeit bezieht, werden hier im Folgenden besprochen. Alle
Grafiken sind aus dem Skript. Sie sollen dazu dienen, die differenzialgeometrischen Begriffe zu
veranschaulichen.
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5.8.3.1 Vorbereitung

Wir betrachten differenzierbare Wege im Minkowskiraum. Der Tangentenvektor soll dabei immer
von 0 verschieden sein. Die Wege heilen kausal, wenn sie zwei Punkte in der Raumzeit verbinden,
sodass der Weg nur im Lichtkegel der beiden Punkte verlauft.

q

Bild 1: Light Rays, Singularities, and All That, Edward Witten,
https://www.claymath.orq/sites/default/files/wittenlectures.pdf

Der Punkt r liegt im Vergangenheitskegel von p und der Punkt r im Zukunftskegel von q. Der
differenzierbare Weg verbindet q mit p. Der Bereich, in dem der kausale Weg verlduft, ist in der
Skizze grau unterlegt.

Dadurch, dass der differenzierbare Weg nur im grauen Bereich des Minkowskiraums verlaufen

<1 . Dies fiihrt dazu, dass die Menge

kann, sind seine Tangentenvektoren beschrankt. Es gilt: ’%

1 2 - 2
der kausalen Wege kompakt ist. Mit r:f \/ (%) —(%) ds hat man somit eine Abbildung von
0

der Menge der kausalen Wege in die Menge der reellen Zahlen. Da die Menge der Wege kompakt
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ist, hat das Integral ein Maximum. Dieser kausale Weg, fiir den dies der Fall ist, nennt man eine
Geodate.

Differenzierbar ist hier wichtig. Léasst man die Bedingung weg, kann man jede Kurve durch sehr
stark oszillierende lichtartige Kurven approximieren, wie folgende Abbildung zeigt:

Bild 2: Light Rays, Singularities, and All That, Edward Witten,
https://www.claymath.orq/sites/default/files/wittenlectures.pdf

Hat man eine beliebige Mannigfaltigkeit, dann nennt man diese Mannigfaltigkeit streng kausal
(Wege sind zeitartig oder lichtartig), wenn alle kausalen Wege von q nach p in einer lokalen
Minkowski-Nachbarschaft von g enthalten sind, falls p nah genug an q liegt. Im Weiteren wird
immer von strenger Kausalitdt ausgegangen.

Definition: Eine Teilmenge von S einer Mannigfaltigkeit M nennt man achronal, wenn es zu zwei
Punkten p und g in S keine zeitartige Kurve in M gibt, die p mit q verbindet.

Beispiel:

Gegeben sei die Metrik ds’=—dt’+d®* , wobei @ ein Winkel ist mit ®=d+2-7 .
Betrachtet man die Kurve c(t)=(et,t) mit =0 , dann ist fir e<1 die Hyperfliche

S.=Bild(c) raumartig, weil ds’=—¢e'd ®°+d®’=d ®*-(1—€)>0 ist, aber nicht achronal,
weil die beiden Punkte (t,®)=(0,0) und (t,®)=(2-7¢€,2-:7)=(2-pi-€,0) sich auf dem
Zylinder (die zugrunde liegende Mannigfaltigkeit M) mit einer zeitartigen Kurve

c(t)=(t,0);0<t<2-7-¢ verbinden lassen. Achronal ist also eine strengere Bedingung als
raumartig. Eine Hyperfldache ist raumartig, falls zwei nahe beieinander liegende Punkte nicht tiber
eine zeitartige Kurve in einer kleinen Umgebung dieser Punkte verbunden werden konnen.
Achronal ist eine Hyperflache, wenn das fiir alle Punkte der Hyperfldache S gilt.

212


https://www.claymath.org/sites/default/files/wittenlectures.pdf

Relativitatstheorie V1.2 bearbeitete Version

Bild 4: Light Rays, Singularities, and All That, Edward Witten,
https://www.claymath.org/sites/default/files/wittenlectures.pdf

Falls eine Hyperfldche S achronal und raumartig ist, dann gibt es keinen zeitartigen Weg, der zwei
unterschiedliche Punkte p und p’ in S miteinander verbindet. Denn sei der Weg )/ eine lichtartige

Kurve auf dem Zylinder, der die Punkte p und p' verbindet, dann ldsst er sich iiber zeitartige
Kurven in den Weg 5/ deformieren, der die Punkte pund p'' verbindet. Damit haben wir eine
Variation von zeitartigen Wegen gefunden, die der Definition der Achronalitdt widersprechen.

Definition: Eine Kurve nennt man unvollstdndig, falls es nicht méglich ist, sie in eine Richtung zu
erweitern. Eine Raumzeit heil$t singuldr, falls es mindestens eine unvollstdndige Kurve gibt.

Beispiel: Man nimmt eine zeitartige Kurve )/ in einer Raumzeit M, die p und q verbindet. Man
entfernt dann eine Punkt r auf der Kurve )/ und erhilt eine neue Raumzeit M’. Die Kurve )
teilt sich dann in zwei Kurven )/, und ), auf. Damit ist )/, nicht in die Zukunft

erweiterbar und ), nicht in die Vergangenheit.
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M M

Bild 5: Light Rays, Singularities, and All That, Edward Witten,
https://www.claymath.orgq/sites/default/files/wittenlectures.pdf

Sei ) eine Kurve in der Raumzeit, dann kann man das Kurvenargument so wéhlen, dass es im

Einheitsintervall offen, halboffen oder geschlossen liegt. Der Endpunkt )/(1)=p ist in der

Zukunft oder aber lim y(s)=p . Von p aus kénnen wir dann weitere zeitartige Wege zu anderen
s=>1

Punkten in der Raumzeit konstruieren. Wenn also )/ nicht erweiterbar in die Zukunft ist, meint
dies, dass )’ keinen Endpunkt in der Zukunft hat und es unmdglich ist, einen in der Raumzeit M
liegenden Punkt hinzuzufiigen.

Definition: Eine Cauchy-Hyperflache einer Raumzeit M oder eine Anfangswert-Hyperflache in M
ist eine achronale, raumartige Hyperflache S, mit der Eigenschaft:

Ist p ein Punkt in M, der nicht in S liegt, dann wird jeder nicht erweiterbare, zeitartige Weg )
durch p die Hyperfldche S schneiden.

Erklarung: Jedes physikalische Phdnomen, das man im Punkt p beobachten kann, riihrt von einem
zeitartigen Weg. Wenn p nun in der Zukunft von S liegt und eine geeignete Erweiterung eines
zeitartigen Weges in die Vergangenheit durch p S schneidet, dann ist es moglich, die Physik in p
durch die Anfangswerte des Schnittpunktes in S vorherzusagen. Fiir zeitartige Wege, die man in die
Vergangenheit erweitert und durch p gehen und S nicht schneiden, ist es nicht méglich, die Physik
in p durch die Anfangswerte eines Punktes in S vorherzusagen.
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Definition: Eine Raumzeit M mit Cauchy-Hyperfliche S wird global hyperbelisch genannt.

Beispiel:

N P y

Bild 6: Light Rays, Singularities, and All That, Edward Witten,
https://www.claymath.org/sites/default/files/wittenlectures.pdf

Die Hyperfldche S in der Raumzeit M ist nicht global hyperbolisch, weil der Punkt r in der Zukunft
von S in M nicht vorkommt und die zeitartige Kurve )/ nicht in die Vergangenheit erweitert
werden kann, sodass sie S schneidet.

Satz: Eine global hyperbolische Raumzeit M kann keine geschlossenen zeitartigen Kurven
enthalten.

Beweis: Eine geschlossene, zeitartige Kurve ist nicht erweiterbar. Deshalb schneidet sie eine
Cauchy-Hyperfliche mehrmals, wenn man sie mittels der reellen Zahlen parametrisiert. Zwei
Schnittpunkte dieser Hyperfliche kann man also durch eine zeitartige Kurve in M verbinden. Dies
ist ein Widerspruch zur Achronalitét.

Q

Satz: Falls M eine Raumzeit mit Cauchy-Hyperfliche S ist, dann ist jede andere Cauchy-
Hyperflache S’ topologisch dquivalent zu S.

Beweisidee: Man zeigt, dass es zu jedem Punkt p in S’ eine eindeutige Integralkurve gibt, die S in q
schneidet. Dann bildet diese Integralkurve eindeutig jeden Punkt p in S’ auf einen Punkt g’ in S ab.
Mit dieser Abbildung kann man dann einen topologischen Isomorphismus zwischen S’ und S
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definieren. (Siehe https://www.claymath.org/sites/default/files/wittenlectures.pdf, Seite 16 fiir die
Wahl des Koordinatensystems).

Eine globale hyperbolische Raumzeit hat die Eigenschaft, dass der Raum von kausalen Wegen mit
geeigneten Bedingungen an die Endpunkte der Wege kompakt ist.

Bild 7: Light Rays, Singularities, and All That, Edward Witten,
https://www.claymath.org/sites/default/files/wittenlectures.pdf

Sei g ein Punkt in der Vergangenheit von S. Sei C(q, S) die Menge aller kausalen Wege von q nach
S. Dieser Raum ist kompakt. Falls der Punkt s nahe in der Zukunft von p liegt, dann sieht die
Menge der kausalen Wege von g nach s so aus, als wiirden sie im Minkowskiraum liegen (lokale
Eigenschaft der Raumzeit). Die Wege schneiden den Lichtkegel in q’. Von dort aus kénnen wir die
Konstruktion fortsetzen, und die Kompaktheit garantiert, dass wir in endlich vielen Schritten einen
kausalen Weg von q nach S erhalten. Da man diese Konstruktion auch von p aus machen kénnen,
liefert das durch Zusammensetzung der Wege kausale Wege von p nach q.

Die Kompaktheit des Raums aller kausalen Wege in einer globalen hyperbolischen Raumzeit
garantiert uns, dass es Wege mit maximaler Eigenzeit gibt. Diese Wege sind dann die Geodaten.

Wir haben schon gesehen, dass es moglich ist, eine achronale, raumartige Hyperfldache S zu haben,
die keine Cauchy-Hyperfldche ist. Es ist aber immer wahr, falls p ein Punkt ist, der in ndchster
Zukunft eines Punktes q liegt, dass ein nicht erweiterbarer Weg durch p S schneidet.

Definition: Dg enthdlt alle Punkte p in der Raumzeit M, sodass alle nicht erweiterbaren Wege

durch p einen Schnittpunkt mit S haben.
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D, ist der grofite Bereich in M, sodass man durch die Kenntnis der Anfangswerte in S die Physik

in p vorhersagen kann.

S unterteilt D in einen Zukunfts- und einen Vergangenheitsbereich bezeichnet mit D; und
D .

Definition: Die Rinder von Dy , D; und D; werden Cauchy-Horizonte H, , Hg und

Hg genannt.

Eine offensichtliche Kausalitdtsbedingung in der Raumzeit ist, dass es auller der konstanten Kurve
keine geschlossene Kurve in der Raumzeit geben kann. Eine strengere Kausalitdtsbedingung ist die
der global hyperbolischen Raumzeiten. Die etwas schwdchere Bedingung, aber immer noch starker
als die Abwesenheit von geschlossen Kurven, ist die der strengen Kausalitdt. D. h.: Zu jedem Punkt
p in M gibt es eine kleine Umgebung U, sodass jede kausale Kurve von p nach q vollstandig in U
verlauft. Es zeigt sich, dass eine global hyperbolische Raumzeit auch streng kausal ist.

Sei M ein Minkowskiraum und M’ die Untermenge in M, die durch —1<t<1 bestimmt wird.
Dann ist S: t = 0 eine Cauchy-Hyperflache. Ein zeitartiger Weg in M’ endet nach endlicher Zeit,
weil wir t eingeschrdankt haben. Deshalb untersucht man die maximale Untermenge in M, deren
Wege durch S festgelegt sind, wenn M eine global hyperbolische Raumzeit mit Cauchy-
Hyperfldche S ist.

Ist eine Geodédte immer die kiirzeste Entfernung zwischen zwei Punkten? Dies ist richtig, wenn die
beiden Punkte nahe beieinander liegen. Betrachtet man allerdings Geodéten fiir entferne Punkte, so
stimmt dies nicht mehr.

2

i

Bild 8: Light Rays, Singularities, and All That, Edward Witten,
https://www.claymath.org/sites/default/files/wittenlectures.pdf
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Eine Geoddte zwischen zwei Punkten p, q auf der Sphére, die weniger als 90° longitudinal entfernt
sind, ist die kiirzeste Entfernung zwischen p und q. Eine Geodidte vom Nord- zum Siidpol ist
ebenfalls die kiirzeste Entfernung. Geht man allerdings longitudinal weiter als 90° dann ist die
Geodate nicht mehr die kiirzeste Entfernung.

Falls man eine Geodite von p nach q durch eine kiirzere Geoddte von p nach q ersetzen kann, dann
nennt man den Punkt q auch fokal oder konjugiert. Der Punkt S ist also ein fokal oder konjugiert fiir
alle Geodaten zum Stidpol.

Oft ist es notwendig, die kiirzeste Entfernung zwischen einem Punkt q und einer
Untermannigfaltigkeit W zu kennen. Dies ist erfiillt in (a) fiir einen Weg, der orthogonal zu W ist.
Die Abbildung zeigt, wie man ) &ndern muss, um einen kiirzesten Weg zu erhalten. Er liegt auf
dem Rand der Mannigfaltigkeit und schneidet die Tangentialebene orthogonal in diesem Punkt.

In (b) liegt auf dem Rand von W von q aus gesehen ein Punkt p, sodass der Weg von q nach p
senkrecht auf der Tangentialebene in p steht. Der Punkt g’ ist ein konjugierter Punkt, weil von dort
aus zwei Wege nach W existieren, die orthogonal zu W sind.

Bild 9: Light Rays, Singularities, and All That, Edward Witten,
https://www.claymath.org/sites/default/files/wittenlectures.pdf
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a) b)
P g ___vp g
=
\. q?‘
q

Bild 10: Light Rays, Singularities, and All That, Edward Witten,
https://www.claymath.org/sites/default/files/wittenlectures.pdf

In (a) muss ) in p orthogonal zu S sein, oder man variiert in S p nach p’, sodass diese Bedingung
erfiillt ist. Die Eigenzeit ist fiir den Weg y' an groften. Wie im Fall zuvor ist in (b) g’ ein fokaler
Punkt. Glittet man den Knick in der Raumzeit, so erhédlt man einen neuen Weg, dessen Eigenzeit
grofer ist als die von q nach p.
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5.8.3.2 Raychaudhuris Gleichung

Um ein Singularitdtstheorem in einer Raumzeit M zu beweisen, brauchen wir eine Methode, das
Vorhandensein von fokalen Punkte auf einer Geodite nachzuweisen. Dies ist der Zweck der
Gleichung von Raychaudhuri.

Wir betraten eine Raumzeit M mit Cauchy-Hyperflache S. Indem wir zeitartige Geodédten in M
betrachten, die orthogonal zu S sind, ist es uns moglich, in einer Umgebung von S ein lokales
Koordinatensystem zu konstruieren. Falls ein Punkt p auf einer zeitartigen Geoddte S orthogonal in

x schneidet, dann weisen wir p die Koordinaten (t, X ), falls p in der Zukunft von S liegt und
(-t, X ), falls p in der Vergangenheit von S liegt und t die Eigenzeit der Geodéte ist.

Bild 11: Light Rays, Singularities, and All That, Edward Witten,
https://www.claymath.orgq/sites/default/files/wittenlectures.pdf

Das Koordinatensystem von orthogonalen Geodéten bricht in p, dem fokalen Punkt, zusammen,
weil wir nicht mehr einen eindeutigen Schnittpunkt in S zuordnen kénnen.

Da die zeitliche Koordinatenlinie senkrecht auf S steht, steht die zeitliche Koordinatenlinie
senkrecht auf den raumlichen Koordinatenlinien des so konstruierten Koordinatensystems. Deshalb
gilt:

ds’=—dt*+g,(t,X)dx dx’ .

Wir hatten bei der Herleitung der Gravitationswellen schon einmal Bekanntschaft mit solch einer
Metrik gemacht:
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_1+f11 f12 f13 f14
f12 1'*'fzz fzs f24
f13 f23 1+f33 f34
f14 f24 f34 1+f44

Wobei die Eintrdge fij in der Matrix sehr klein sind, sodass die Produkte der Eintrdge

vernachléssigt werden kénnen. Dann erhélt man:

(nij+fij).(77“_fﬂ)m77ij.77ll+fij'77ﬂ_ Uij'f]l:E"'fij'Uﬂ_Uzj'fﬂ , weil  der
quadratische Term am Ende vernachlissigt werden kann und man fir f’ die Matrix
fll _f12 _f13 _f14
_f21 f22 f23 f24
_f31 f32 f33 f34
_f41 f42 f43 f44

nimmt. Der Kommutator féllt weg, wenn wir fiir (fu) eine

0O o0 0
f22 fa [
fn f fa
0 foo fas fas

Form, die wir erhalten, wenn wir die soeben genannte Konstruktion des Koordinatensystems
wahlen. Dariiber hinaus hatten wir vorausgesetzt, dass sich die Gravitationswelle senkrecht zur

Metrik von der Gestalt nehmen. Die Metrik (7711+fl]) hat dann die

(=T — R )

-1 0 0 0
0
Ausbreitungsrichtung ausbreitet. Damit hat ( 771‘j+fij) die Gestalt ;22 ;23 " und
32 33
0O 0 o0 1
0O 0 0 O
0 0
(f,) f T2 . Also ist, wenn wir die quadratischen Terme in den (f,)
g 0 f32 f33 0 /
0 0 0 O
0O 0 0 O
. . 0 0
vernachldssigen, (77] l—fﬂ) invers zu (771j+fij) . Macht man fa T2 spurlos,
0 f32 f33 0
0O 0 0 O
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-1 0 0 0
dann ist ebenfalls ;22 ;23 . spurlos und wir haben den metrischen Tensor fiir
32 33
0 0 0 1
-1 0 o o
0 0
Gravitationswellen fz T gefunden.
0 f 23 —f » 0
0 0 0 11

Ein hinreichendes Kriterium fiir einen fokalen oder konjugierten Punkt in der Raumzeit ist also:

det g;(t,%)=0

Diese Formel ist nichts anderes als die Einstein-Gleichung:
R,=8-7G(T 1 -T%)
t— O 7T tt 2 9ol o
Diese ausgerechnet liefert:

L

i - 1 i i im
Rtt:_atrti_rtj.rgi:_zat(gkatgik)_z gkatgkj)(gj atgmi)

oder
_ 1 -1 . 1 —1.\2
Rtt___'atTrg g__Tr(g g) .
2 4
Der Punkt iiber g reprasentiert die zeitliche Ableitung.

Das Volumen erhalt man iiber den metrischen Tensor durch V' =+/det g . Dann gilt mit:

4 i
e=—==Trg -
v g 9

N | —
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und

12
pj=§(g"gkj—gé}Trg 'g)

Rtt:—at(a—%@Z—Trpz .

i
Yy ist eine Matrix, dessen Spur O ist. Damit ist d gleich der Dimension der Raumzeit, die man

betrachtet.

f =T 1 TJ C e . .
Setztman 1 ,;,=1,— E g Lj > dann hat die Einstein-Raychaudhuri-Gleichung
die Form:

8t®+%®2:—Tr,02—8-ﬂ-G-TAU

A

Definition: Die strenge Energiebedingung ist erfiillt, falls THZ 0 gilt.

Ist diese Bedingung erfiillt, dann ist die rechte Seite der Einstein-Raychaudhuri-Gleichung negativ
oder 0.

. 1 7
O+—=0"<0
d

1 ' 1 -
Es gilt: 0, ==— Q oder @2 ‘0, ==—0 . Mit der Ungleichung von oben liefert das:
O 0> e,

©%.0,==>=-0" . Damit erhalten wir eine neue Abschitzung mit:

-

1
‘e

223



Relativitatstheorie V1.2 bearbeitete Version

1_1
0, ==>— .
t @ d
Diese Ungleichung liefert uns eine niitzliche Bedingung fiir fokale oder konjugierte Punkte, die uns
interessieren, weil dort unser Koordinatensystem zusammenbricht. Dies bedeute aber auch, dass es

sich dort nicht unbedingt um eine Singularitit handelt. Sei © an einem Punkt der Cauchy-

1

Hyperfliche kleiner 0: ®=—W mit w > 0 oder @_12—— . Die untere Grenze von
w
1.1 1 1.t o
at@Z— liefert dann @Z——+— . Damit gilt fiir den Kehrwert:
d w d
-1
1 t
o<—(L1-1)
w d
Die Integration dieser Ungleichung liefert dann:
d
logV (t)<d-log (——t)
w
Damit kann ein konjugierter oder fokaler Punkt nur nach einer Eigenzeit [ =<— erreicht

w

werden.
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5.8.3.3 Hawking-Singularitat

Um ein Singularitdtstheorem fiir das Universum herzuleiten, nahm Hawking an, dass das
Universum global hyperbolisch ist, mit Cauchy-Hyperfldche S, und die strenge Energiebedingung
erfiillt. Man muss in diesem Zusammenhang betonen, dass die Singularitét eines sich ausdehnenden
Universums mit positiver kosmologischer Konstante nicht mit Hawkings Argumentation hergeleitet
werden kann.

Falls das Universum homogen und isotrop ist, dann enthdlt die Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker-Metrik eine Singularitdt. Setzt man aber voraus, dass das Universum nicht iiberall homogen,
aber die Hubble-Konstante iiberall positiv ist, kann man sich fragen, ob ein solches Universum mit
dem Big Bang entstanden ist. Man kann sich in jedem Fall vorstellen, dass, wenn man den Einstein-
Gleichungen in die Vergangenheit folgt, die Inhomogenititen immer stirker werden, sodass die
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker-Metrik keine gute Approximation darstellt und vielleicht
das ganze Universum nicht seinen Ursprung in der Big-Bang-Singularitét hat.

Das Hawking Theorem

Hawking konnte nun zeigen, dass mit den Voraussetzungen, dass das Universum:
(i) global hyperbolisch ist, mit Cauchy-Hyperfliche S;

(ii) die strenge Energiebedingung erfiillt;

(iii) die Hubble Konstante lokal einen minimalen Wert h,, aufS annimmt;

Dann qibt es keinen Punkt in der Raumzeit in der Vergangenheit von S, dessen

Eigenzeit groBer als hL entlang eines kausalen Weges ist.

min

Beweisidee: Die Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker-Metrik sei gegeben durch:

ds’=—dt,+a*(t)dx*

und die Hubble-Konstante durch:
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5 5 N o
Wir konnen diese Metrik als einen Spezialfall der Metrik d S"=—dt +g l-j(t,X)XmdXJ

ansehen, weil V=+detg=+d(t) ist. Damit erhalten wir:

L
d-

h=

v
Wegen der Voraussetzungen an die Hubble-Konstante gilt in der Zukunft: VZd ‘h . und

min

damit in der Vergangenheit:

Jeder Punkt p im Universum ist mit S iiber einen kausalen Weg mit maximaler Eigenzeit verbunden.
Dabei handelt es sich um eine zeitartige Geodéte ohne konjugierte oder fokale Punkte, die senkrecht

auf S steht. Die Annahme, dass der Anfangswert auf S tiberall <— d- hmi ist, impliziert, dass

n
jede in die Vergangenheit gehende zeitartige Kurve orthogonal zu S einen fokalen Punkt liefert mit

maximaler Eigenzeit —— , weil nach dem vorherigen Kapitel ein fokaler oder konjugierter

min

Punkt nur nach einer Eigenzeit € =<-— erreicht werden kann. Setzt man fiir w den minimalen
w

ein, so erhdlt man t<—— . Damit gibt es keinen Punkt im

min

Anfangswert auf S d'hmi

n

Universum, der in der Vergangenheit eine grofere Eigenzeit als entlang eines kausalen
min

Weges hat. Hawkings Theorem liefert uns also eine obere Grenze dafiir, wie lange etwas in der

Vergangenheit existiert hat.

Obwohl Hawkings Theorem in der Literatur als Aussage tiber die Big-Bang-Singularitdt angesehen
wird, enthilt es dariiber keine Informationen. Betrachtet man die Raumzeit als eine
Mannigfaltigkeit mit glatter Metrik von Lorentz-Signatur (Pseudometrik), dann sind
Singularitdtstheoreme Aussagen iiber die geodidtische Unvollstandigkeit. In diesem Sinne ist
Hawkings Aussage eine Aussage iiber die Singularitdt des Universums.
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Ist M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit euklidischer Signatur der Metrik, dann nennt man die
Mannigfaltigkeit vollstdndig, falls man alle Geodéten in beiden Richtungen beliebig weit erweitern
kann. Hat M eine Lorentz-Signatur, dann gibt es Gleichungen fiir zeitartige, lichtartige und
raumartige Geodaten, die man beliebig weit fortsetzen kann. Hawkings Theorem zeigt nun, dass
unter bestimmten Bedingungen an die Mannigfaltigkeit M, zeitartige Geoddten unvollstdndig sind.
Genauer: es gibt zeitartige Geoddten, die man nicht beliebig in die Vergangenheit fortsetzen kann.
Dies ist nur bis zu einer oberen Grenze der Eigenzeit moglich.
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5.8.3.4 Penrose Singularitat

Einleitung: Die Gleichungen der Allgemeinen Relativitdtstheorie erlauben Losungen, in der die
Materie so dicht in einer kleinen Region der Raumzeit komprimiert ist, sodass nichts, sogar Licht
nicht, aus dieser Region entweichen kann. Das Schwarze Loch ist vom Rest der Raumzeit durch
den Ereignishorizont getrennt. Alles, was diese Grenze iiberschreitet, wird unwiderruflich in das
Zentrum des Schwarzen Lochs fallen.

Was Schwarze Locher noch unangenehmer macht, ist, dass in Zentrum des Schwarzen Lochs eine
Singularitét existiert, an der die Gravitation unendlich grof§ wird. Jedes Objekt, dass dieses Zentrum
erreicht, wird aufhoren zu existieren.

EVENT HORIZON

/

SINGULARITY

SPACE

lllustration eines Schwarzen Lochs mit der Singularitat im Innern. ©Johan Jarnestad /
The Royal Swedish Academy of Sciences

Bis zu der Arbeit von Penrose war es unklar, ob Schwarze Locher und Singularitdten in der Natur
existieren oder nur ein mathematisches Artefakt der Allgemeinen Relativitétstheorie sind. Bis dahin
benétigten alle Losungen der Allgemeinen Relativitétstheorie, die zu Schwarzen Lochern fiihren,
eine perfekte symmetrische Anordnung, die man in der Natur so nicht beobachten kann.

Viele Physiker waren deshalb der Meinung, dass es Schwarze Locher in der realen Welt nicht gibt.
Stellt man sich vor, wie Schwarze Locher entstehen konnten, so bendtigt man genug Materie und
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Energie in einer kleinen Region, dass die Gravitationskraft stdrker ist als jede nur mogliche
abstofSende Kraft, die den Gravitationskollaps verhindern kann. Dieser wurde zum ersten Mal von
Robert Oppenheimer und Snyder 1939 unter idealen symmetrischen Bedingungen einer Gaswolke
hergeleitet, die in dieser Weise niemals in der Natur beobachtet wurde.

Penrose konnte zeigen, dass sich Singularitdten und die damit verbundenen Schwarzen Locher auch
ohne zusétzliche Annahmen an die Symmetrie der Materie aus der Allgemeinen Relativitdtstheorie
ableiten lassen. Dabei untersuchte er, wie die Gravitation Licht beeinflusst. Ein schweres Objekt
erzeugt einen Gravitationslinseneffekt, der die Lichtstrahlen, die an dem Objekt vorbeilaufen, in
einem Brennpunkt biindelt, sodass das Licht z. B. einer Galaxie auf verschiedenen Wegen zum
Beobachter gelangen kann, der dann mehrere Bilder dieser Galaxie sieht.

Wenn die Gravitation stark genug ist, dann erzeugt die Gravitationslinse eine sogenannte «trapped
surface» in der Raumzeit. Penrose nutzte Mathematik und Topologie, um das Konzept einer
«gefangenen Oberflache» zu entwickeln. Eine solche Oberfliche ist ein zweidimensionales,
geschlossenes Gebilde — dhnlich einem Ring (siehe Abb.), die alle Strahlung nach innen auf das
Zentrum zu zwingt. Im Inneren dieses Rings, so erkannte Penrose, liegt dann immer eine
Singularitét, ein Punkt, in dem die Zukunft der Lichtstrahlen endet, weil sie nicht mehr eindeutig
fortgesetzt werden konnen oder an dem Raum und Zeit nicht mehr definierbar sind. Dieses von
Penrose 1965 veroffentlichte Konzept erklart, warum Licht und Materie den Ereignishorizont eines
Schwarzen Lochs nur in eine Richtung passieren kdnnen — nach innen (siehe Abb.). Denn, wie
Penrose feststellte, tauschen Raum und Zeit im Inneren dieser gefangenen Oberfldche ihre Rollen.
Dadurch wird die Bewegung nach Innen zur Vorwértsbewegung in der Zeit. Genau dies macht eine
Riickkehr aus dem Schwarzen Loch unmoglich, weil es eine Zeitreise in die Vergangenheit wére.

Die Penrose Singularitdt bedeutet, dass, wenn alle Materie eine positive Energiedichte hat, bekannt
als schwache Energiebedingung, eine «trapped surface» notwendigerweise das Vorhandensein einer
Singularitdt impliziert. In dem Szenario von Oppenheimer und Snyder existiert eine «trapped
surface», und diese bleibt bestehen, auch wenn man die symmetrische Anordnung der Materie stort.
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OBSERVER — SINGULARITY

\/7

— EVENT
HORIZON

SPACE

TRAPPED SURFACE

TIME

MATTER

COLLAPSING
STAR

———————————

lllustration basierend auf einem Penrose-Diagramm, die den Gravitationskollaps und das
Herausbilden einer Singularitat in einer «trapped surface» zeigt. ©Johan Jarnestad / The
Royal Swedish Academy of Sciences

Weil Penrose fiir das Singularitdtstheorem nur minimale Voraussetzungen bendétigt, kann man
zeigen, dass in vielen Féllen in der Allgemeinen Relativitdtstheorie Singularitdten entstehen. Dazu
ist es nicht notwendig, dass man einen Ereignishorizont so wie bei Schwarzen Lochern hat. Es zeigt
sich, dass die Raumzeit auch Singularitdten aufweisen kann, die sich nicht in Schwarzen Léchern
verstecken. Penrose hat deshalb diese nackten Singularitdten durch seine Vermutung der
kosmischen Zensur nicht zugelassen. Obwohl diese Vermutung bis heute nicht bewiesen ist, geht
man allgemein davon aus, dass sich Singularitdten hinter einem Ereignishorizont verstecken und
somit vom Rest der Raumzeit abgeschirmt sind.

Herleitung

Lokale Koordinaten: Im Folgenden sei M eine global hyperbolische Raumzeit mit Cauchy-
Hyperfliche S. S habe als Hyperfliche ein in die Zukunft weisendes Normalenfeld i und X sei
eine kompakte zweidimensionale Untermannigfaltigkeit mit Normalenfeld o in S. Fiir jeden
Punkt p in = kann man dann eine glatte Abbildung exp:(—e¢, €)X =M definieren mit

exp(r,p)=c,(r) , wobei c, die Nullgeodite mit Anfangsbedingung 7+ ist. Kritische Werte
von exp sind konjugierte Punkte von X . Dabei handelt es sich um Punkte, an denen sich Geodaten,
die orthogonal an nahe gelegenen Punkten von X starten, schneiden.
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Sei @ eine lokale Parametrisierung von X mit Koordinaten (x°,x*) und q=exp(r,,p) ein
Punkt in M, der nicht konjugiert zu X ist, dann kann man iiber die Abbildung:
(u,r,x*,x*) - exp(r,w,(®(x*,x’))) lokale Koordinaten in einer offenen Umgebung U von q
definieren. Dabei ist W, der Fluss entlang zeitartiger Geoddten orthogonal zu S. Mit diesen
Koordinaten erhédlt man folgenden metrischen Tensor:

a -1 B, pG |
-1 0 0 0
B 0 ¥u ¥
B 0 y, Yy 33]

Fiir die Determinante erhdlt man durch Entwicklung nach der 2. Zeile:

(o -1 p: ﬂJ -1 6 B
-1 0 0 0
det = det] 0 = —det|¥2 ¥xn
¢ B 0 yn ¥ 0 Yo ¥z (J’ YR £ 33)
\ B 0 yy )’331 ¥ Vs

Hat man eine globale hyperbolische Raumzeit, die die Null-Energie-Bedingung erfiillt>
( Ric(V,V)=0 fiir alle Null-Vektorfelder V), ScM eine Cauchy-Hyperfliche und X eine
kompakte zweidimensionale Untermannigfaltigkeit mit einem Einheits-Normalen-Vektorfeld m von
Sund peS wo O©=0;<0 ist. Dann enthdlt die Nullgeoddte ¢, mindestens einen konjugierten
Punkt zu X .

Beweis:

56 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Energiebedingung
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2 . 1 . . . . .
Ist r =~ o erhilt man: ) =0 was nur fiir ®=o0 sein kann. Dies bedeutet, dass die Determinante
0

oder das Flachenelement 0 ist und damit die Nullgeodédte ¢, mindestens einen konjugierten Punkt
in X hat.

O

Die Menge I"(p) fir p€M und M globale hyperbolische Raumzeit ist die Menge aller Punkte
q€M , die man mit einer zukunftsorientierten zeitartigen Kurve verbinden kann. Man schreibt
dann: p<kq .

Die Menge J'(p) fir peM und M globale hyperbolische Raumzeit ist die Menge aller Punkte
qE€M , die man mit einer zukunftsorientierten nicht raumartigen Kurve verbinden kann. Man
schreibt dann: p<q .

Fiir die kompakte Oberfliche = setzt man I (Z)= U I"(p) und J*(2)= U J*(p) .

pEZ pEX

Fir geJ " (p)\I*(p) ist jede zukunftsorientierte, nicht raumartige Kurve eine reparametrisierte
Nullgeodéte.

Mit folgenden Definitionen:

- Sei (M, g) eine global hyperbolische Raumzeit und S eine Cauchy-Hyperfldche mit einem in die
Zukunft gerichteten Normalenvektorfeld n. Eine kompakte zweidimensionale Untermannigfaltigkeit
- 2cS mit Normalenvektorfeld m in S nennt man trapped, falls die Erweiterungen ©",® von
Nullgeoddten mit Anfangsbedingung n + m bzw. n — v beide negativ auf Z sind. Die Teilmenge

3cS nennt man anti-trapped, falls die Erweiterungen ® ,0 von Nullgeoddiiten mit
Anfangsbedingung n + m bzw. n — v beide positiv auf X sind;

- Eine Raumzeit (M, g) nennt man singuldr, wenn sie nicht geoddtisch vollstdndig ist;
kann man dann das Singularitdtstheorem von Penrose beweisen:

Sei (M, g) eine zusammenhdngende, globale, hyperbolische Raumzeit mit einer nicht kompakten
Cauchy-Hyperfliche S, die die Null-Energie-Bedingung erfiillt. Enthdlt S eine trapped
Oberfliche X , dann ist (M, g) singuldir.

Dazu benétigt man folgenden Hilfssatz:

Sei (M, g) eine globale hyperbolische Raumzeit, S eine Cauchy-Hyperfliche mit einem in die
Zukunft zeigenden @ Normalenvektorfeld n, XcS eine kompakte zweidimensionale
Untermannigfaltigkeit von M mit Einheits-Normalen-Vektorfeld m in S, p€X , c, eine

Nullgeodite durch p mit Anfangsbedingung n, +m, und q= cp(r) fir r > 0. Falls c, einen

konjugierten Punkt zwischen p und q hat, dann ist qeI*(Z) .
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Beweis:

Sei s der erste konjugierte Punkt entlang ¢, . Sei « eine Nullgeoddte von X2cS nach s. Wir

betrachten den Weg, der in XZc S startet und entlang « bis s verlduft. Danach gehen wir entlang
c, weiter bis q. Diesen Weg kann man in s glitten und man erhdlt damit, dass der Punkt

qeI” (Z) ist, wie behauptet.

Beweisskizze des Sinqularitcitstheorems:

Seit t:M — R eine globale Zeitfunktion, sodass S=t '(0) ist. Die Integralkurve® von gradt
schneidet S genau einmal und &I (X) hochstens einmal. Nimmt man nun an, dass es eine in die
Zukunft gerichtete Nullgeoddte orthogonal zu Z gibt, die man durch einen affinen Parameter

grofer als r, :—@i
0

Voraussetzung zeigen, dass S kompakt ist. Dazu definiert man eine stetige, injektive Abbildung
m:01'(2) ~ S , deren Bild offen ist. Daraus folgt, dass 01 (X) kompakt ist und damit das Bild

von 7:01'(X) - S ebenfalls kompakt. Wegen des Zusammenhangs von M folgt, dass das Bild von
m:0I'(2) - S gleich S und damit kompakt ist.

in die Zukunft von X erweitern kann, so kann man im Widerspruch zur

57 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Integralkurve
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5.8.4 Der Metriktensor rotierender und nicht rotierender Schwarzen
Locher

5.8.4.1 Die Schwarzschildmetrik

Rotieren die Schwarzen Locher nicht, so erhdlt man die Schwarzschildmetrik fiir ungeladene

—1=2My o o o
r
0 1 0 0
Schwarze Locher mit: g;(t,r, 6,®)= | 2M
r
0 0 r 0
0 0 0 r’sin’

0 0 0
0 —fm=—z 0
0 0 L 0
0 0 0 !

T
=2 sin(y)

2-G-M

2
c

In der Metrik wurde G=c=1 gesetzt, sodass 2M dem Schwarzschildradius r =

entspricht.

Der Riccitensor und der Ricciskalar verschwinden, sodass der Einsteintensor ebenfalls
verschwindet.

Der Einsteintensor kann man iiber SageMath mit folgendem Script berechnen.

# Einsteintensor der Schwarzschildmetrik ungeladenes Schwarzes
Loch

version ()

M = Manifold(4, 'M', structure='Lorentzian')
fr.<t,x,y,2z> = M.chart(r't xy z')

var ('m', domain='real')

g=M.metric ()

gl0,0]=-(1-2*m/x)

gll,11=1/(1-2*m/x)

gl2,2]=xA2

gl[3,3]=xA2*(sin(y)) A2

latex(gl[:])

h=g.inverse()

latex(h[:])
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nabla = g.connection()
latex(g.christoffel symbols display())
Ricci = nabla.ricci()
latex (Ricecil[:])
Ricci_scalar= g.ricci_scalar ()
latex(Ricci_scalar.display())
G = FiniteRankFreeModule (RR, 4, name='G')
t = G.tensor((1,1), name='t")

t.parent ()

t.parent() is G.tensor module(1l,1)

t in G.tensor module(1,1)
e = G.basis('e'); e

ii = [0,1,2,3]
jj = [0,1,2,3]

for i in ii:

for j in jj:

t[i,jl=Ricci[i,jl+0.5*Ricci_scalar*gl[i,j]

latex(t[:])

Die Ausgabe kann man dann mit TextWorks weiter bearbeiten

% \documentclass[8pt a3paper] {article}
\documentclass {scrartcl}

\usepackage {amsmath}
\usepackage {graphicx}
\usepackage {hyperref}
\usepackage[latinl] {inputenc}
% \usepackage [ngerman] {babel}
\usepackage {pdfpages}

\KOMAoptions {paper=A1, paper=landscape, pagesize}
\recalctypearea

\title{Einsteintensor Reissner-Nordstrém-Metrik}
\author {Guenter Opitz-Ohlsen}
\date{03.04.2024}

\section{Reissner-Nordstrém}

$\left (\begin{array} {rrrr}

-on{2} + 2\, mx -1 &0 &0 & 0 \\

0 & \frac{xn{2}}{on{2} + xA{2} - 2 \, m} & 0 & O \\
0 & 0 & xA{2} & 0 \\
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0 & 0 & 0 & xA{2} \sin\left(y\right)A{2}

\end{array}\right) $

\section{Inverse Reissner-Nordstroém-Metrik}

$\left (\begin{array} {rrrr}

-\frac{1} {Qnr{2} - 2 \, mx + 1} & 0 & 0 & O \\

0 & \frac{onr{2} + xA{2} - 2 \, m}{xnr{2}} & 0 & O \\

0 & 0 & \frac{1}{xn{2}} & 0 \\

0 & 0 & 0 & \frac{1} {xA{2} \sin\left (y\right)A{2}}
\end{array}\right) $

\section{Christoffel Symbole}

$\begin{array} {1lcl} \Gamma_ { \phantom{\, t} \, t \, x IAn{ \, t
\phantom{\, t} \phantom{\, x} } & = & -\frac{m}{QAr{2} - 2 \, m x +
1} \\ \Gamma_{ \phantom{\, x} \, t \, t }IA{ \, x \phantom{\, t}
\phantom{\, t} } & = & -\frac{QA{2} m + m xA{2} - 2 \, mA{2}}
{xr{2}} \\ \Gamma_{ \phantom{\, x} \, x \, x }A{ \, x \phantom{\,
x} \phantom{\, x} } & = & \frac{Qnrn{2} - 2 \, m}{xA{3} +
{\left (@A {2} - 2 \, m\right)} x} \\ \Gamma_{ \phantom{\, x} \, y
\, ¥ I~r{ \, x \phantom{\, y} \phantom{\, y} } & = & -\frac{Qr{2} +
xA{2} - 2\, m}{x} \\ \Gamma_{ \phantom{\, x} \, z \, z }Ir{ \, x
\phantom{\, z} \phantom{\, z} } & = & -\frac{{\left(QAr{2} + xn{2}
- 2\, m\right)} \sin\left (y\right)A{2}} {x} \\

\Gamma_{ \phantom{\, y} \, x \, ¥y }IA{ \, y \phantom{\, x}
\phantom{\, vy} } & = & \frac{1} {x} \\ \Gamma_ { \phantom{\, y} \, z
\, z Ir{ \, v \phantom{\, 2z} \phantom{\, z} } & = & -

\cos\left (y\right) \sin\left (y\right) \\ \Gamma_ { \phantom{\, =z}
\, x\, z Irn{ \, z \phantom{\, x} \phantom{\, z} } & = & \frac{1}
{x} \\ \Gamma_{ \phantom{\, z} \, ¥y \, z }A{ \, z \phantom{\, y}
\phantom{\, z} } & = & \frac{\cos\left(y\right)}

{\sin\left (y\right)} \end{array}$

\section{Riccitensor}

$\left (\begin{array} {rrrr}

-\frac{3 \, mr{2} xA{3} - 2 \, {\left(Qr{2} + 1\right)} m xA{2} +
2 \, {\left(Qn{2} + 1\right)} mnr{2} - {\left(QA{4} + QA{2}\right)}
m + {\left(0Ar{2} mr{2} - 2 \, mA{3}\right)} x}{2 \, m xA{4}
{\left (Qn {2} + 1\right)} xA{3}} & 0 & 0 & O \\

0 & \frac{2 \, QA{6} + mA{2} xA{4} + 4 \, QA {4} + 11 \,
{\left (A {2} mr{2} - 2 \, mr{3}\right)} xA{2} + 2 \, QA{2} - 4 \,
{\left (@A {4} + 2 \, QA{2} + 1\right)} m + 9 \, {\left(2 \,
{\left (Qnr {2} + 1\right)} mA{2} - {\left(Qr{4} + QA{2}\right)}
m\right)} x} {4 \, mr{2} xA{6} - 4 \, {\left(QA{2} + 1\right)} m
xn {5} + {\left(Qnr{4} + 4 \, QA {2} mr{2} - 8 \, mrA{3} + 2 \, Qr{2}
+ 1\right)} xA{4} + 4 \, {\left(2 \, {\left(Qn{2} + 1\right)}

mA {2} - {\left(QAr{4} + QA {2}\right)} m\right)} =xA{3} +
{\left(Qn{6} + 2 \, On{4} + Qn{2} - 2 \, {\left(Qnr{4} + 2 \, Qr{2}

236



Relativitatstheorie V1.2 bearbeitete Version

+ 1\right)} m\right)} xA{2}} & 0 & 0 \\

0 & 0 & -\frac{QA{2} m + m xA{2} - 2 \, mA{2}} {2 \, m xA{2}
{\left (@A {2} + 1\right)} x} & 0 \\

0 & 0 & 0 & -\frac{{\left(QA{2} m + m xA{2} - 2 \, mA{2}\right)}
\sin\left (y\right)A{2}}{2 \, m xA{2} - {\left(QA{2} + 1\right)} x}
\end{array}\right) $

\section{Ricciscalar}

$\begin{array} {11lcl}\left(t, x, vy, z\right) & \longmapsto &
\frac{2 \, {\left(or{6} - 3 \, mr{2} xr{4} + 2 \, {\left(Qr{2} +
I\right)} m xA{3} + 2 \, on{4} + 3 \, {\left(Qr{2} mnr{2} - 2 \,
mA{3}\right)} xA{2} + QA{2} - 2 \, {\left(Qr{4} + 2 \, Or{2} +
I\right)} m + 3 \, {\left(2 \, {\left(Qr{2} + 1\right)} mA{2} -
{\left (QA {4} + OAn{2}\right)} m\right)} x\right)}}{4 \, mr{2} xA{6}
- 4\, {\left(Qnr{2} + 1\right)} m xA{5} + {\left(QAr{4} + 2 \,
on{2} + 1\right)} xA{4}} \end{array}$

\end {document}

Man erhdlt dann folgendes PDF-File als Ausgabe.

FEinsteintensor

1 Schwarzschild

2m _ 0 0 0

0 —m=— 0 0

€

0 0 x* 0
0 0

) 2?sin (y)*

—

2 Inverse Schwarzschild-Metrik

2m—zx

,
=

:

=
e — =
==

~

=

L
[

-
-
—
—
L
=

= T
w2 sinfy)*
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3 Christoffel Symbole

= | =l=

_ by
F———
dmr—x=

_ZdmT—mx

L

Fy—

2 mr—x=

2m—x
(2m — z) sin (y)*

cos (y) sin (y)
r .
cos(y)
sin{y)

4 Riccitensor

0 0
0 0
0 0
0 0

5 Ricciscalar

(t,z,y,z) — 0
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5.8.4.2 Die Reissner-Nordstrom-Metrik

Diese Metrik beschreibt das Linienelement fiir geladene, nicht rotierende Schwarze Locher:

2
2Mr-Q*_, 0 0 o
r
r2
tr,0,0)= 0 ——)— 0 0
g]( ) Q2+r2—2Mr

0 0 r’ 0

0 0 0 r’sin’

Die inverse Bilinearform ist durch folgende Matrix gegeben:

.2

D TR ZJ.'.'LJ' fa2 \ () ( ()
. 4 =2 mzx a2
v L t.x.V.% e
g U(t,x,v,z) X 5 % 0
0 0 0 -

22 gin(y)”

Riccitensor ist dann:

Q=2 o4 a? () { 0

0 of
Ik U _Qz.r.'i 2 ot 0 L
= 0 0 % v

Q* sinfy)?
9~ sin(y)

H o

0 0 0

und der Ricciskalar verschwindet:

r(g): M — R

R (tx,y,2) — 0

Der Einsteintensor ist also gleich dem Riccitensor. Hier nochmals die Zusammenfassung der
Ergebnisse aus SageMath.
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#Einstein Tensor Reissner-Nordstrom
version()

M = Manifold(4, 'M', structure='Lorentzian')
fr.<t,x,y,z> = M.chart(r't x y z')

var ('rs m Q a', domain="real")
g00(x,y)=(2*m*x-QN2)/(x*x) -1
g11(x,y)=(x"2)/(QN2+xA2-2*m*X)
g22(x,y)=x"2
g33(x,y)=x/2*(sin(y))"\2
g=M.metric()

g[0,0]=g00(x,y)

gl1,1]=g11(x,y)

g[2,2]=g22(x,y)

g[3,31=g33(x,y)
print("Reissner-Nordstrom");
latex(g[:])

h=g.inverse()

print("Inverse Reissner-Nordstrom-Metrik");
latex(h[:])

nabla = g.connection()
print("Christoffel Symbole");
latex(g.christoffel_symbols_display())
Ricci = nabla.ricci()
print("Riccitensor");

latex (Ricci[:])

Ricci_scalar= g.ricci_scalar()
print("Ricciscalar");
latex(Ricci_scalar.display())

Mit dem Ausdruck kann man folgendes LatexScript erzeugen

% \documentclass[8pt a3paper]{article}
\documentclass{scrartcl }

\usepackage{amsmath}
\usepackage{graphicx}
\usepackage{hyperref}
\usepackage[latin1]{inputenc}
% \usepackage[ngerman]{babel}
\usepackage{pdfpages}

\KOMAoptions{paper=A1,paper=landscape,pagesize}
\recalctypearea

\title{ Einsteintensor Reissner-Nordstrom-Metrik }
\author{Guenter Opitz-Ohlsen}
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\date{03.04.2024}

\begin{document}

\section{Reissner-Nordstroem}

$\left(\begin{array} {rrrr}

Afrac{QM{2} -2\, mx}{xM2}} -1 & 0 & 0 & 0 \\

0 & \frac{x {2} }1{QM{2} -2\ mx + x{2}} & 0 & 0 \\

0&0&xNM{2} &0\

0 & 0 & 0 & xM{2} \sin\left(y\right)\ {2}

\end{array }\right)$

\section{Inverse Reissner-Nordstroem-Metrik }

$\left(\begin{array} {rrrr}

Afrac{x M2} HQM2} -2\, mx + xM2}} & 0 & 0 & 0 \\

0 & \frac{QM {2} -2\, m x + x {2} }H{x{2}} & 0 & 0 \\

0 & 0 & \frac{1}{x"{2}} & 0\\

0 & 0 & 0 & \frac{1}{x {2} \sin\left(y\right)\ {2} }

\end{array }\right)$

\section{ Christoffel Symbole}

$\begin{array}{lcl} \Gamma_{ \phantom{\, t} \, t\, x }A{ \, t \phantom{)\, t} \phantom{)\, x} } & =
& -\frac{QM2} - m x}{QM {2} x - 2\, m xA {2} + xA{3}} \\Gamma_{ \phantom{\, x} \, t\, t }A{\,
x \phantom{\, t} \phantom{\, t} } & = & -\frac{Q" {4} - 3\, QM {2} m x - m x\ {3} + {\left(Q {2}
+ 2\, mM2\right)} x M2} H{xAM5}} W \Gamma_{ \phantom{\, x} \, x \, x }/{ \, x \phantom{\, x}
\phantom{\, x} } & = & \frac{QM2} - m x}{QM {2} x - 2\, m x M {2} + xA{3}} \\

\Gamma_{ \phantom{\, x} \, y \, y }*{ \, x \phantom{\, y} \phantom{)\, y} } & = & -\frac{Q"{2} -
2\, mx + xM2} H{x} W\ \Gamma_{ \phantom{\, x} \, z\, z }A{ \, x \phantom{)\, z} \phantom{\, z} }
& = & -\frac{{\left(Q {2} - 2\, m x + xA{2}\right)} \sin\left(y\right) {2} } {x} \\

\Gamma_{ \phantom{\, y} \, x \, y }*{ \, y \phantom{\, x} \phantom{\, y} } & = & \frac{1}{x} \\
\Gamma_{ \phantom{\, y} \, z\, z }*{ \, y \phantom{\, z} \phantom{\, z} } & = & -
\cos\left(y\right) \sin\left(y\right) \\ \Gamma_{ \phantom{\, z} \, x \, z }{ \, z \phantom{\, x}
\phantom{\, z} } & = & \frac{1}{x} \\\Gamma_{ \phantom{\, z} \, y \, z }*{ \, z \phantom{)\, y}
\phantom{\, z} } & = & \frac{\cos\left(y\right)}{\sin\left(y\right)} \end{array}$
\section{Riccitensor}

$\left(\begin{array} {rrrr}

\frac{QA {4} -2\, QM 2} m x + QM {2} x {2} H{x M {6}} & 0 & 0 & 0 \\

0 & -\frac{Q M2} H{QM{2} xM{2} -2\, m xM{3} + x\ {4} } & 0 & 0 \\

0 & 0 & \frac{QM{2} }{xM{2}} & 0 \\

0 & 0 & 0 & \frac{QM {2} \sin\left(y\right) {2} } {x {2} }

\end{array }\right)$

\section{Ricciscalar}

$\begin{array}{llcl }\left(t, x, y, z\right) & \longmapsto & 0 \end{array}$

\end{document}

Die Umwandlung mit TexWorks liefert folgendes PDF-File.
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1 Reissner-Nordstroem

Q% —2mz
&
0 ()2 —2max+x? ﬂ 0
0 0 z2 0
0 0 0 a2%sin(y) :

2 Inverse Reissner-Nordstroem-Metrik

2

- Qj—fin:z'%i-j . D 0 0
0 Q2 —2;;;1.rf+.r?2 0 0
0 0 0
0 0 0 .

x? sin(y)”~

3 Christoffel Symbole

J_wf - QE —ma
tex T Q2z—2mad4xd _
re - Q'3 Q*mr—ma?4(Q*+2m? )x?
tt - T
re _ Qz —mx
T 0%z —2mz2423
re @' —2max4a?
yy = T .
re o (Qg —2 ?I?:K+$2)Hill[jj]2
rzx - T
ok — 1
W2y = 3
.. = —cos(y)sin(y)
Nz — 1
rs,, = 1
r cos(y)
=z sin(y)
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4 Riccitensor

\

/ Q1-2Q?2 m:r+QB .

5 Ricciscalar

(t,x,y, 2

)

— 0

0
Q2
Q22 2mad a2t
0
0

O

=
b

=
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5.8.4.3 Die Kerr-Metrik

Die Metrik fiir rotierende, ungeladene Schwarze Locher ist durch die Kerr-Metrik gegeben.

rer rer .2
r+a‘-cos” 6 r'+a-cos 8
2 2 2
r+a-cos 6
0 ) 0 0
gij(t,r,e,(:l)): r—ror+a
2 2 2
0 0 r'+a-cos” 6 0
2 2\2 2 2 2 o 2 s 2
rer e ((a +r) —a -(r —r r+a )-sm 0)-sm 0
a————-sin" @ 0 0 R >
r+a-cos @ r+a-cos 6

Mit folgenden Ausdriicken:
rer
£=—5
S=r’+a’-cos’ 6
A= rZ—rS-r+ a
x=(a*+r*)*—a’-A-sin’ 6

a= ﬁ J = Drehimpuls

r=2-M rs=Schwarzschildradius

-1 0 0 aCsin®

o £ 0 0

liefert das gij(t,r’ﬂ’(b)z 0 0 3 0
.sin’@

alsin’d 0 0 ngl

Folgendes SageMath Script berechnet dann die weiteren Tensoren:

#Einstein Tensor Kerr Metrik

version ()

M = Manifold(4, 'M', structure='Lorentzian')
fr.<t,x,y,z> = M.chart(r't x y z")

var ('rs m Q a', domain='real')

g00 (x,y) =rs*x/ (xA2+an2* (cos (y) ) A2) -1

g03 (x,y)=(a*rs*x* (sin(y) ) A2) / (xA2+an2* (cos (y) ) A2)
g30 (x,y)=(a*rs*x* (sin(y) ) A2) / (xA2+an2* (cos (y) ) A2)
gll (x,y)=(xNA2+an2* (cos (y) ) N2) / (xA2-rs*x+an2)

g22 (x,y)=(xN2+anr2* (cos (y) ) A2)

g33 (x,y)=(((an2+xA2) A2

-an2* (xA2-rs*x+an2) * (sin(y) ) A2) * (sin(y) ) A2) / (xA2+an2* (cos (y) ) A2)
g=M.metric ()

g[0,0]=g00 (x,y)

g[0,3]1=903 (x,¥)

g[3,0]1=g03 (x,y)

gll,11=g11 (x,y)

gl2,2]1=g22(x,y)
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gl3,31=933(x,y)

Print ("hxkkkkhhkkhhhhhhhhhhhhhhhhdkhhhhhhhkhhhkhhhkhhhkhhhkdhhhhhhhkkhhkkhhkkhnn) ,
Print ("**kkkkkkkkkkkkhkkkkkk k¥ *Kory -Metrikr**dhhkdhhhdhhkkhhhhkhhkkhhkkhhkkrnn) ,
Print ("h*xkkkkkkkkhhhhhkhkkhhhhkkkhhhhhhhkkhhhhhhhkhhkhhhhhkkkkhhhhhhkkkkhhhhxn) ;

latex(gl[:])

h=g.inverse ()
print ("**********************************************************************") ;

Print ("***kkkxkkkkkkkkkkkkrkk*Inverse Kerr-Metrik***rkxkdkhkkkhkkkhhkkhhkkhhkkhkn) ,

prlnt ("**********************************************************************“) 0

latex(h[:])

nabla = g.connection()
print ("**********************************************************************") o

print ("kkkkkkkkkkkkkkkkkkk**Christoffelsymboler*rkkkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkhhkhdkhkhkrn) .
Print (Mhkkkkkkkkhkkkkkkkkkkkhkhhhkhkhdhdhhhhhhhhhdhhhkhkhkhkhkhkhkkkkkkhkkhkrkrn) ,

latex(g.christoffel_ symbols_display())

Ricci = nabla.ricci ()
print ("**********************************************************************“) o

Print ("x*kkkkkkkkkkhkkkkkkkkkk***RICCILENSOT***kkkkkkhkkhhhkhkhhkhhhkhhhkkhkhkrkkkhdn) ;

print ("**********************************************************************") H

latex (Riccil:])
Ricci_scalar= g.ricci_scalar()
print (ll**********************************************************************ll) o

pPrint ("x*kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkxk*Ricciscalark ks rkkkhkkkhkhhkhkkhkhhkhkkhkrkkkhkn) ;

print ("**********************************************************************") o
latex(Ricci_scalar.display())

Das Ergebnis ist ein Latex-Script, das z. B. angepasst an TexWorks umgewandelt in ein PDF-File
werden kann.

% \documentclass[8pt a3paper]{article}
\documentclass{scrartcl}

\usepackage{amsmath}
\usepackage{graphicx}
\usepackage{hyperref}
\usepackage[latin1]{inputenc}

% \usepackage[ngerman]{babel}
\usepackage{pdfpages}

\KOMAoptions{paper=A2,paper=landscape,pagesize}
\recalctypearea

\title{ Einsteintensor Kerr Metrik }
\author{Guenter Opitz-Ohlsen}
\date{03.04.2024}

\begin{document }
\maketitle{Einsteintensor Kerr-Metrik }
\section{Kerr-Metrik }
$\left(\begin{array} {rrrr}
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\frac{\mathit{rs} x}{a”r{2} \cos\left(y\right) {2} + xA{2}} - 1 & 0 & 0 & \frac{a \mathit{rs} x
\sin\left(y\right) {2} } {a” {2} \cos\left(y\right) {2} + xA{2}} \\

0 & \frac{a”2} \cos\left(y\right) {2} + xA {2} }{aM{2} - \mathit{rs} x + xA{2}} & 0 & 0 \\

0 & 0 & a2} \cos\left(y\right)\ {2} + xA {2} & 0 \\

\frac{a \mathit{rs} x \sin\left(y\right)\ {2} } {a {2} \cos\left(y\right) {2} + x" {2} } & 0 & 0 & -
\frac{{\left({\left(ar {2} - \mathit{rs} x + x\{2}\right)} ar {2} \sin\left(y\right)\ {2} - {\left(a”" {2} +
xM2 \right) }A{2 N\right) } \sin\left(y\right)A {2} } {ar {2} \cos\left(y\right)A {2} + xA{2}}

\end{array }\right)$

\section{Inverse Kerr-Metrik }

$\left(\begin{array} {rrrr}

-\frac{an{4} + 2\, a2} x\{2} + x4} - {\left(ar {4} - a {2} \mathit{rs} x + a2} x {2 }\right) }
\sin\left(y\right) {2} }{a" {2} xA{2} - \mathit{rs} x"\ {3} + xA\ {4} + {\left(a”" {4} - aA{2} \mathit{rs}
x +arM2} x M2} \right) } \cos\left(y\right)\ {2} } & 0 & 0 & \frac{a \mathit{rs} x}{a"{2} x {2} -
\mathit{rs} xA{3} + xA {4} + {\left(ar {4} - a" {2} \mathit{rs} x + a2} x {2}\right)}
\cos\left(y\right) {2} } \\

0 & \frac{a”{2} - \mathit{rs} x + xA {2} }{aM{2} \cos\left(y\right) {2} + xA {2}} & 0 & 0 \\

0 & 0 & \frac{1}{a"{2} \cos\left(y\right) {2} + xA {2} } & 0 \\

\frac{a \mathit{rs} x}{ar{2} xA {2} - \mathit{rs} xA {3} + x\ {4} + {\left(ar {4} - a”{2} \mathit{rs}
x + aM2} x M2 }\right) } \cos\left(y\right)\ {2} } & 0 & 0 & -\frac{a”{2} \cos\left(y\right)\ {2} -
\mathit{rs} x + xA\ {2} }{{\left(a”r {4} - aA {2} \mathit{rs} x + ar {2} xA{2}\right)}
\cos\left(y\right) {4} - ar {2} x {2} + \mathit{rs} xA\ {3} - x\ {4} - {\left(a” {4} - a {2} \mathit{rs}
x + \mathit{rs} xA {3} - xA {4}\right)} \cos\left(y\right)\ {2} }

\end{array }\right)$

\section{ Christoffel Symbole}

$\begin{array}{lcl} \Gamma_{ \phantom{\, t} \, t\, x }A{\, t \phantom{)\, t} \phantom{\, x} } & =
& -\frac{ar {4} \mathit{rs} - \mathit{rs} xA {4} - {\left(a” {4} \mathit{rs} + a*{2} \mathit{rs}
xM2Nright)} \sin\left(y\right) {2} }{2 \, {\left(a” {2} xA{4} - \mathit{rs} x {5} + xA\ {6} +
{\left(a”"{6} - ar {4} \mathit{rs} x + ar {4} xA{2}\right)} \cos\left(y\right) {4} + 2\, {\left(a”{4}
xM2} - aM2} \mathit{rs} x {3} + a2} x {4 }\right)} \cos\left(y\right) {2 }\right)} } \\
\Gamma_{ \phantom{\, t} \, t\, y }A{ \, t \phantom{)\, t} \phantom{\, y} } & = & -\frac{a” {2}
\mathit{rs} x \cos\left(y\right) \sin\left(y\right)}{a’{4} \cos\left(y\right)\ {4} + 2\, ar {2} x"\ {2}
\cos\left(y\right) {2} + xA{4}} \\\Gamma_{ \phantom{\, t} \, x \, z }A{ \, t \phantom{)\, x}
\phantom{\, z} } & = & \frac{{\left(a’ {5} \mathit{rs} - aA {3} \mathit{rs} x {2 }\right)}
\sin\left(y\right) {4} - {\left(ar {5} \mathit{rs} - 2\, a’ {3} \mathit{rs} xA{2} - 3\, a \mathit{rs}
x4 right)} \sin\left(y\right) {2} }{2 \, {\left(a”" {2} xA{4} - \mathit{rs} x {5} + x\ {6} +
{\left(a”{6} - ar {4} \mathit{rs} x + ar {4} xA{2}\right)} \cos\left(y\right) {4} + 2\, {\left(a”{4}
xM2} - aM2} \mathit{rs} xA {3} + a2} x {4 }\right)} \cos\left(y\right) {2 }\right)} } \\
\Gamma_{ \phantom{\, t} \, y \, z }A{ \, t \phantom{)\, y} \phantom{\, z} } & = & \frac{a” {5}
\mathit{rs} x \cos\left(y\right) \sin\left(y\right) {5} - {\left(aA {5} \mathit{rs} x + a"{3} \mathit{rs}
xM3Nright)} \cos\left(y\right) \sin\left(y\right)A {3} } {aA {6} \cos\left(y\right) {6} + 3\, ar {4}
xM 2} \cos\left(y\right)\ {4} + 3\, ar {2} x/ {4} \cos\left(y\right) {2} + xA {6} } \\

\Gamma_{ \phantom{\, x} \, t\, t }A{ \, x \phantom{\, t} \phantom{\, t} } & = & \frac{a"{2}
\mathit{rs} xA {2} - \mathit{rs}"\ {2} xA {3} + \mathit{rs} xA\ {4} - {\left(a”r {4} \mathit{rs} - a" {2}
\mathit{rs}"\ {2} x + aA{2} \mathit{rs} xA{2}\right)} \cos\left(y\right)A {2} } {2\, {\left(ar {6}
\cos\left(y\right) {6} + 3\, ar {4} xA {2} \cos\left(y\right)\ {4} + 3\, ar {2} x/{4}
\cos\left(y\right) {2} + xA{6}\right)}} \\\Gamma_{ \phantom{\, x} \, t\, z }/{ \, x \phantom{\, t}
\phantom{\, z} } & = & \frac{{\left(a* {3} \mathit{rs} xA {2} - a \mathit{rs}* {2} xA {3} + a
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\mathit{rs} xA {4} - {\left(ar {5} \mathit{rs} - aA {3} \mathit{rs}/{2} x + aA{3} \mathit{rs}

xM2 N\right)} \cos\left(y\right)A {2 }\right) } \sin\left(y\right) {2} }{2 \, {\left(a” {6}
\cos\left(y\right) {6} + 3\, ar {4} xA {2} \cos\left(y\right)\ {4} + 3\, ar {2} x/{4}
\cos\left(y\right)A {2} + xA{6}\right)}} \\\Gamma_{ \phantom{\, x} \, x \, x }*{ \, x \phantom{\, x}
\phantom{\, x} } & = & \frac{a"{2} \mathit{rs} - \mathit{rs} xA{2} - {\left(a” {2} \mathit{rs} - 2\,
a2} x\right)} \sin\left(y\right)A {2} } {2\, {\left(a" {2} xA {2} - \mathit{rs} x {3} + xA\ {4} +
{\left(a”{4} - aA{2} \mathit{rs} x + a2} x {2 }\right)} \cos\left(y\right) {2 }\right)} } \\
\Gamma_{ \phantom{\, x} \, x \, y }A{ \, x \phantom{\, x} \phantom{)\, y} } & = & -\frac{a" {2}
\cos\left(y\right) \sin\left(y\right) } {a" {2} \cos\left(y\right)\ {2} + xA{2}} \\ \Gamma_{ \phantom{\,
x}\, v\, y M\, x \phantom{\, y} \phantom{\, y} } & = & -\frac{a’ {2} x - \mathit{rs} x {2} +

xM 3} HaN2} \cos\left(y\right) {2} + xA{2}} \\\Gamma_{ \phantom{\, x} \, z\, z }/\{ \, x
\phantom{\, z} \phantom{\, z} } & = & \frac{{\left(ar{6} \mathit{rs} + 3\, aA{4} \mathit{rs}
xM2} -2\, aM4} xM3} - {\left(2 )\, arM{ 6} + ar {4} \mathit{rs} 2 }\right)} x\right)}
\sin\left(y\right) {6} - {\left(ar {6} \mathit{rs} + 4\, aA{4} \mathit{rs} xA {2} + 3\, ar {2}
\mathit{rs} x\{4} - 4\, a2} xM {5} - {\left(8 \, ar {4} - a {2} \mathit{rs} {2 }\right) } x\ {3} -
{\left(4 \, ar 6} + ar {4} \mathit{rs}/{2}\right)} x\right)} \sin\left(y\right)\ {4} - 2\, {\left(a {6} x
- aM4} \mathit{rs} xA\ {2} + 3\, ar {4} xA {3} - 2\, aA {2} \mathit{rs} x {4} + 3\, ar{2} x {5} -
\mathit{rs} xA {6} + x {7 \right)} \sin\left(y\right)\ {2} } {2\, {\left(ar {6} \cos\left(y\right)\ {6} + 3
\, aM4} xM 2} \cos\left(y\right)A {4} + 3\, ar {2} x {4} \cos\left(y\right)A {2} + xA{6}\right)} } \\
\Gamma_{ \phantom{\, y} \, t\, t }A{ \, y \phantom{\, t} \phantom{\, t} } & = & -\frac{a” {2}
\mathit{rs} x \cos\left(y\right) \sin\left(y\right)}{a’{6} \cos\left(y\right)\{6} + 3\, ar {4} x"\{2}
\cos\left(y\right) {4} + 3\, a2} xA {4} \cos\left(y\right) {2} + xA{6}} \\\Gamma_{ \phantom{\,
v\ t\, z }M\, y \phantom{\, t} \phantom{\, z} } & = & -\frac{{\left(a* {3} \mathit{rs} x + a
\mathit{rs} xA{3}\right)} \cos\left(y\right) \sin\left(y\right) } {a”" {6} \cos\left(y\right)\ {6} + 3\,
a4} xM2} \cos\left(y\right)A {4} + 3\, ar {2} x {4} \cos\left(y\right)A {2} + x {6} } \\

\Gamma_{ \phantom{\, y} \, x \, x }A{\, y \phantom{\, x} \phantom{\, x} } & = & \frac{a” {2}
\cos\left(y\right) \sin\left(y\right) } {a" {2} xA {2} - \mathit{rs} x\ {3} + xA\ {4} + {\left(a”"{4} - ar{2}
\mathit{rs} x + ar {2} xA\{2}\right)} \cos\left(y\right)\ {2} } \\\Gamma_ { \phantom{\, y} \, x \, y }{
\, y \phantom{\, x} \phantom{)\, y} } & = & \frac{x}{a"{2} \cos\left(y\right)\ {2} + xA\{2}} \
\Gamma_{ \phantom{\, y} \, y \, y }A{ \, y \phantom{\, y} \phantom{)\, y} } & = & -\frac{a"{2}
\cos\left(y\right) \sin\left(y\right) } {a" {2} \cos\left(y\right)\ {2} + xA{2}} \\ \Gamma_{ \phantom{\,
v\, z\, z }M{\, y \phantom{\, z} \phantom{\, z} } & = & -\frac{{\left({\left(a”"{6} - ar{4}
\mathit{rs} x + a4} x\{2}\right)} \cos\left(y\right)\ {5} + 2\, {\left(ar {4} x"\ {2} - ar{2}
\mathit{rs} xA {3} + ar {2} x {4 }\right)} \cos\left(y\right)\{3} + {\left(a”{4} \mathit{rs} x + 2\,
a2} \mathit{rs} xA {3} + a2} x {4} + x\{6}\right) } \cos\left(y\right)\right)} \sin\left(y\right)}
{ar{6} \cos\left(y\right)A {6} + 3\, ar {4} x {2} \cos\left(y\right)A {4} + 3\, ar {2} x {4}
\cos\left(y\right) {2} + xA{6}} \\\Gamma_{ \phantom{\, z} \, t \, x }A{\, z \phantom{\, t}
\phantom{\, x} } & = & \frac{a”" {3} \mathit{rs} \cos\left(y\right)\ {2} - a \mathit{rs} xA\ {2} }{2\,
{\left(ar {2} x"\ {4} - \mathit{rs} xA\ {5} + x\ {6} + {\left(ar {6} - a"{4} \mathit{rs} x + ar {4}

xM2 Nright)} \cos\left(y\right)\ {4} + 2\, {\left(ar {4} x/A {2} - aA {2} \mathit{rs} xA\ {3} + ar {2}
xM4Hright)} \cos\left(y\right)\ {2 }\right)} } \\\Gamma_{ \phantom{\, z} \, t\, y }\{ \, z
\phantom{\, t} \phantom{\, y} } & = & -\frac{a \mathit{rs} x \cos\left(y\right) \sin\left(y\right)}
{ar{4} \cos\left(y\right)\ {6} - {\left(a”"{4} - 2\, aM {2} x {2 }\right)} \cos\left(y\right)\ {4} - x\{4}
- {\left(2 \, a2} xA {2} - x {4 }\right) } \cos\left(y\right)\ {2} } \\\Gamma_ { \phantom{\, z} \, x \,
z Y\, z \phantom{\, x} \phantom{\, z} } & = & -\frac{a* {2} \mathit{rs} xA\ {2} + 2\, \mathit{rs}
xM4} -2\, xAM {5} + {\left(a”r {4} \mathit{rs} - 2\, ar {4} x\right)} \cos\left(y\right)\ {4} -

{\left(a”" {4} \mathit{rs} - aA {2} \mathit{rs} xA {2} + 4\, aAM{2} x {3 }\right) } \cos\left(y\right)\ {2} }
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{2\, {\left(ar {2} xA {4} - \mathit{rs} xA\ {5} + x {6} + {\left(ar {6} - a”r {4} \mathit{rs} x + ar{4}
xM2 Nright)} \cos\left(y\right)A {4} + 2\, {\left(ar {4} xA {2} - aA {2} \mathit{rs} xA\ {3} + ar {2}
xM4Nright)} \cos\left(y\right) {2 }\right)} } \\\Gamma_{ \phantom{\, z} \, y \, z }A\{ \, z
\phantom{\, y} \phantom{\, z} } & = & -\frac{{\left(a”{4} \cos\left(y\right) {5} - {\left(a {2}
\mathit{rs} x - 2\, aA {2} x{2}\right)} \cos\left(y\right)\ {3} + {\left(a”{2} \mathit{rs} x +
xM4Nright)} \cos\left(y\right)\right) } \sin\left(y\right) } {a* {4} \cos\left(y\right) {6} - {\left(a"{4} -
2\, aM2} x M2} \right)} \cos\left(y\right) {4} - xA {4} - {\left(2 \, ar {2} x" {2} - xA {4}\right)}
\cos\left(y\right)\{2}} \end{array}$

\section{Riccitensor}

$\left(\begin{array} {rrrr}

0&0&0 &0\

0&0&0&O0\

0&0&0 &0\

0&0&0&0

\end{array }\right)$

\section{Ricciscalar}

$\begin{array}{llcl} \\ & \left(t, x, y, z\right) & \longmapsto & 0 \end{array}$

\end{document}

Es stellt sich heraus, dass der Riccitensor verschwindet und damit auch der Einsteintensor. Hier
noch einmal die Ergebnisse:

1 Kerr-Metrik

ST 0 0 AFSE .‘iil]l.r_r,r',":l

a? cos(y)~+x* X . a® cos(y)”+a”
0 =T 0 0
0 0 a?cos I:.tJ.':Ij + x? 0
arsrsin(y)? 0 0 — {I’:HE—."-s:r'—:."z}ra"’:-:lt]{;r,l‘.l!—fr.-3+.r3j]3) sin(y)?
a? cos(y ) +x2 a? cos(y)” +x?

Inverse Kerr-Metrik Spalte 1 — 3:

( at+42 a2x2+m4—(a4—a2rsm+a2x2) sin(y)? 0 0
a?z?—rsr3+ri+(at—a?rsr+a?x?) cos('g)2

O az—?".s:r—i—mg O

a2 cos(y)*+x2

0 0 2 ! 2,2

a? cos(y)”+x

K arsx 0 0
a?x?—rsx3+ri+(at—a?rsr+a?z?) cos('g)2
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Inverse Kerr-Metrik Spalte 4:

arsiy \

a2z?—rsxz3+xt+(at—arsz+az?) cos(y)*

0
0

B a2 cos(y)? —rsz+z2 /
(a*—a2rsz+a222) cos(y)* —a2x2+rsad—at—(a*—a2rse+rsad—z*) cos(y)?

Christoffelsymbole 1. Teil:

a*rs—rsxt— (a47"s+a2 T‘SCCE) sin(y)?

2 (a2r4—7’5$5-|—:z:6+(a6—a47"sm+a4$2) cos(y)+2 (ata2—a2rsad+aat) cos(y)Q)
I t _ a’rsx cos(y) sin(y)
a? cos(y) +2 a2z2 cos(y) 2 +az*
a’rs—a? rsa:z) sin(y)t— (a5 rs—2a3rsz?—3 CLT‘SCB4) sin(y)?

re,, =
Tz 2 (a2$4—9"5$5 +a64+(ab—atrsz+atz?) cos(y) +2 (ata?2—a2rsad+aat) Cos(y)z)
T t a®rsz cos(y) sin(y)” — (a57‘sx+a3 rsxg) cos(y) sin(y)?
yz ab cos(y)®+3 a%2 cos(y)*+3 a2at cos(y)* +u6
re . G,2TS£E2—T52:E3+TSI4—(a.4T‘S—a2T82$+a2TSIQ) cos(y)?
it 2 (aﬁ cos(y)°+3 atz2 cos(y) ! +3 a2zt COS(y)2+$6)
re . (a3 rsz?—ars?x3+arszt— (a5 rs—a’rs?x+a® rsxz) cos(y)Q) sin(y)?
tz T 2 (a6 cos(y)®+3 a*a2 cos(y)* +3 a2z cos(y)z-i—a:ﬁ)
re _ CLQT‘S—TS:EQ—( 2rs—2 agm) sin(y)2
T 2 (a2x2—rsx3 +zt+(at—a?rsz+a?z?) cos(y)2)
e _ a? cos(y) sin(y)
Y a2 cos(y)*+x2
T T _ a’z—rsz’+a3
vy

a2 cos(y)? +x2
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Christoffelsymbole Teil 2:

Fytt

Fytz
Fyl'z
Y.y
Fyyy
1_‘yzz
th:c
thy
Iz

Iz

z
I'“y.

T ab cos(y)’+3 atx? L()b(

~ab cos(y)®+3 atx? cos(y

a’rsx (,Ob(’y) sin(y)
)3 +3 ﬂ2C[24 LOb( 12426
(a rSTr+arsc- )(. bm
) +3a x Los(y)2+rﬁ
a? cos(y) sin(y)

a2z2 —rsz3+2i4(at—arsz+ax?) cos(y)?
T

a2 cos(y)?+x2

2

__a” cos(y) sin(y)

a2 cos(y)2+a2
3

_ ((aﬁ 7a41'5r+a49:2) cos(y)°+2 ((1 2?2 —a?rsx3 a2z’ )(,os(y)‘ +(a4r'5m+2 a2r513+a21‘4+m6) cos(y)) sin(y)

ab Loa(yﬁk’+3 atz? cos(y) +3 a2at cos(y)? +ab

3 2

a’rscos(y) —arsx
2 (ﬂ-212477‘5.’1’,‘5+.’1’J6+(Q67E4T'S$+ﬂ4$2) cos(y) 42 (at22—a2rszd+a2at) cos(y)Q)
arsx cos(y ) sin(y)
T gt cos(y)® 7(04 2a2x2) cos(y)t—z4—(2a222 —z4) cos(y)?
a’rse? 2 rszt—2 mr’+(a rs—2a m) cos(y) (a415 a’rsz?+4a 1:'3) cos(y)
2

2

" 2(a2z 1_rsa® a8+ (af—atrsz+ata?) cos(y)+2 (a2 —a2rszd+aa )LOS(Q)Q)
(a‘1 cos(y)?— (a2751 2a xz)cot.(y)?—}—(a rsr4x° )(.Ob(y)) sin(y)
at cos(y)®—(a?—2a22?) cos(y) =22 — (2 a222 —z?) cos(y)?

Christoffelsymbole Teil 3a:

X
F A

(a.ﬁrs—i—Stl.'i rsx?—2a*x3— (2 a®+atrs? )1) Siﬂ(y)ﬁ

Christoffelsymbole Teil 3b:

—(a.ﬁfrs—}—él a*rsx?+3a’rszt—4 a2$5—(8a 0125"52) (4a6+a TSQ)Z') sin(y)4

2 (a,ﬁ cos(y)®+3 atz? cos(y)*+3 a2z4 cos(y)’ —1—3;6)

Christoffelsymbole Teil 3c:

—2 (aﬁm—(ﬁ rsx?+3a*x3—-2a%rsx?+3 a2 —T5336+3:?) sin(y)?
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4 Riccitensor

0o o0 0 0
0o o0 0 o0
0o o0 0 0
0o 0 0 0

5 Ricciscalar

(t, oy, z) —— 0

Hierbei handelt es sich um die Vakuuml6sung eines rotierenden Schwarzen Lochs, das ungeladen
ist.
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5.8.4.4 Die Bereiche eines rotierenden, ungeladenen Schwarzen Lochs

Spin: a=0.99

dubere Ergosphare innere Ergosphare Ringsingularitat innerer Horizont auberer Horizont

This file is licensed under the Creative Commons Attribution-Share Alike 4.0 International license.
Autor: Yukterez (Simon Tyran, Vienna).

Die Kerr Metrik enthdlt Singularititen, wenn X=0 und wenn =1 wird, verschwindet die
zeitliche Komponente g, in der Kerr-Metrik. So hat man z. B. Bei der Reissner-Nordstrém-Metrik

. 2
Mr—Q_, " 5
r
2 2
e I bei  2Mr=@ g o
Q +r —2Mr r
0 0 r’ 0
0 0 0 r’sin’

Verschwinden der zeitlichen Metrikkomponente g, und bei r*—2Mr+Q’=(r—M)’— M’+Q’

r'=M+YyM°’-Q* , r=M—+ M>—Q’ sind Polstellen der raumlichen Metrikkomponente g,, .

Diese Uberlegungen fiihren dann zu besonderen Bereichen in der Raumzeit, die wir im Folgenden
anhand der Kerr-Metrik besprechen wollen und die in der Abbildung oben dargestellt sind.

252


https://commons.wikimedia.org/wiki/User:Yukterez
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.en
https://en.wikipedia.org/wiki/en:Creative_Commons

Relativitatstheorie V1.2 bearbeitete Version

5.8.4.4.1 Die Ergosphidren

r-r
Die Gleichung g,= —1=0 liefert die Form der dueren Ergosphare. Ersetzt man r

2 2 2
r'+a-cos @

r.-(M+yM*—a*cos’(6))
(M+\/M2—az-cosz(6?))2+a2cosz(¢9)

durch r,= M+«/M2—a2-coszm(8) so erhdlt man: g,= -1

und damit

r(M+y M —d*-cos?(6)) 3 r-(M+yVM?—d*-cos’( 6))
M*+2-M - M?— a*-cos?( )+ M* —a*-cos?( ) +a’cos’(6)  2-M*+2-M-VM*—a*-cos’(6)

2-M*+2-M | M*—d*-cos®(0)
2-M*+2-M -\ M*—a*-cos’(6)

Da r,= 2M gilt, weil c=G=1 ist, erhdlt man: g,= —-1=0 .

Man kann an der Gleichung auch leicht ablesen, was der Fall ist, wenn a=0 ist, also das Schwarze
Loch nicht rotiert. Dann féllt die Ergoregion mit dem Schwarzschildradius zusammen, weil dann
r.r
9.=—5—1=0 fir r=r_ gilt
r

stat™

Im Fall ﬁzg wird r_,=2-M und damit beginnt die &uBere Ergosphdre immer bei 2

Gravitationsradien. Der Gravitationsradius ist durch r =

= festgelegt. Da wir G=c=1 gesetzt
haben, ist der Gravitationsradius r,=M . Messen wir die Radien in Einheiten des
Gravitationsradius, so kann man auch fiir den Radius r r=x-r, schreiben. Bei x = 2 erhdlt man
2:r -X-r
x2-r2+az-coszﬁ
Schwarzen Lochs ist, normieren wir auch hier M = 1 zu einer Gravitationsradius-Einheit und

dann den Schwarzschildradius. Somit ergibt sich g,= —1 . Da M die Masse des

erhalten dann gnzzzz'ixz—l . Weil die Ergosphire immer bei 2 Gravitationsradien beginnt,
X +a"-cos 4
konnen wir zu g,,:z'—f— 1=E —1 vereinfachen. Ein Plot mit Geogebra zeigt dann folgendes Bild:
X X
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O where = 1 E 1 »

-5 ® 5 @ Ett

fx) = If(wherex =1 2 i
O = =& ) 0.8

2
= ; -1, (1 Xz 1}
0:6

@  textl = "g \textsubscript{tt}’ :

@ text2 = "'r \textsubscript{g]”
0:4

0:2

rg

0.8 1 112 14 116 18 34 36 3.8 4

Bei zwei Gravitationsradiuseinheiten findet ein Vorzeichenwechsel statt. Physikalisch bedeutet das,
dass aus der Koordinatenzeit t aus einer zeitartigen eine raumartige Koordinate wird.

Der dullere Rand der Ergosphdre ist kiirbisférmig, wahrend der innere Rand sich am &ufleren
Ereignishorizont in Form eines abgeplatteten Rotationsellipsoids anschlieft. Den Bereich zwischen
dulerer Ergosphdre und dulleren Ereignishorizont nennt man auch Ergoregion. Dort zwingt das
rotierende Schwarze Loch allen Korpern und dem Licht seine Rotation auf. Diesen Effekt nennt
man Frame-Dragging. Ein Beobachter innerhalb der Ergosphdre wiirde den Fixsternhimmel
rotierend wahrnehmen. Aber auch andere Effekte wie der Penrose-Prozess und der Blandford-
Znajek-Mechanismus sind nur innerhalb der Ergoregion méglich.

Das Gedankenexperiment von Penrose geht davon aus, dass ein Teilchen, das in die Ergosphére
eintritt, dort z. B. durch einen radioaktiven Prozess zerfallt. Der eine Zerfallspartner féllt weiter ins
Schwarze Loch, der andere Zerfallspartner entweicht der Ergoregion. Bei seinen Berechnungen
kam heraus, dass der entweichende Partner mehr Energie hat, als der Zuriickbleibende. Diesen
Energieunterschied fiihrte Penrose auf eine Abnahme der Rotationsenergie des Schwarzen Lochs
zuriick.

Am dulleren Ereignishorizont rotiert der Raum mit maximaler Geschwindigkeit. Sie betrdagt die
halbe Vakuum-Lichtgeschwindigkeit, wenn die Ergoregion am bei a=M am groRten wird.

Schnell rotierende Schwarze Locher haben fiir die Astronomie eine besondere Bedeutung. Da das
Schwarze Loch Materie in seiner kosmischen Umgebung anzieht, wird sich diese zundchst um das
Schwarze Loch sammeln. Man spricht dann von einer Akkretionsscheibe. Diese kénnen bis in die

58(Bardeen, Press & Teukolsky 1972).
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Ergosphdre hereinreichen. Astronomen beobachten bei Aktiven Galaktischen Kernen (z. B.
Quasare) extrem schnelle Materiestrome — die sogenannten Jets.

Eine Erklarung fiir die Jets konnte folgende sein: da die Materie in der Akkretionsscheibe die
Rotation des Schwarzen Lochs iibernimmt, entsteht ein gravitomagnetisches Feld. Dadurch kénnen
die Magnetfelder in der Akkretionsscheibe durch die stark rotierende Raumzeit sehr stark verdreht
werden. Es entsteht ein Kurzschluss und die frei werdende Energie kann durch die Materie in der
Akkretionsscheibe als kinetische Energie aufgenommen werden. Durch die Energieaufnahme kann
die Materie dann aus dem Schwarzen Loch herausgeschleudert werden. Durch weitere
Magnetfelder wird die Materie dann gebiindelt und es entsteht ein nach auBlen gerichteter
Materiejet.

Allerdings gibt es noch viele offene Fragen fiir die Erklarung der Jets, die man unter anderem mit
Bildern von den Schwarzen Léchern untersuchen will. Dazu hat man das Event Horizon Telescope
entwickelt, das aus einem Zusammenschluss unterschiedlicher Teleskope auf der Erde besteht.
Mehr dazu erfahrt man unter https://eventhorizontelescope.org/.

Relativistic Jet —

Accretion disc_

Event horizon

Singularity

At the very cenire of a black hole, matter has coliapsed
into a region of infinite density called a sint

the breakdown of the theory where quantum effects

Event horizon

gravity: the point of N return.
This is the "black” part of the black hole.

Photon sphere
sl Photon
sphere

at materfal can

may be forced out to create jets.

Bild ESO: eine schematische Darstellung eines rotierenden Schwarzen Lochs und seinem Jet.
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5.8.4.4.2 Die Ringsingularitat

rer

Die Bedingung fiir die Ringsingularitit lautet: g,=—————5—1>c , was fiir
r+a-cos @

. . . J .

r’+a’-cos’(#)=0 der Fall ist. Der Parameter a ist wieder der Kerr-Parameter: Mo mit

Drehimpuls J und Masse des Schwarzen Lochs M. Mit den Einheiten G=c=1 variiert a zwischen -M
und M. Setzt man M=1, dann variiert er zwischen -1 und 1. Kip Thorne*® fand 1974 heraus, dass der
Kerr-Parameter maximal 0,998 betragt.

Bei diesen Setzungen von G=c=M=1 ist die Variable r ein Vielfaches in der Einheit des

Gravitationsradius r 92% . Dann ergibt sich: r=a-cos(8) . Zeichnet man die Punkte in der x-
c
y-Ebene, so gilt X =(r-cos(#),r-sin(6))=a-(cos*(#),cos(H)-sin(H)) . Dies liefert folgenden Plot
a=07

O : =
5 ® 5 ® 0.9

b = Kurve(a cos(#)) cos(f#),a cos(#) sin(¢),6,0,2 ) i 0.8

x = 0.7 cos(f) cos(f)

y = 0.7 cos(f1) sin(#) 0.7

} 0 < 6 < 6.2831853071796
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0.9 1

-0.1

-0.2

-0.3

-0.4

59 https://de.wikipedia.org/wiki/Kip_Thorne
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5.8.4.4.3 Die Ereignishorizonte

Fir r’—2-M-r+a’=0 also r,=M+yM’—a’=0 bzw. r;=M—+v M’*—a’*=0 wird der Nenner
2 2 2
r+a . . . . . :
von ¢,= Za—cosf ebenfalls Null, weil r,=2-M ist. Damit haben wir zwei weitere
r—ror+a
Horizonte gefunden — den duBeren Ereignishorizont rj und den inneren Ereignishorizont oder

Cauchy Horizont ry .

Wir hatten schon gesehen, dass Licht rotverschoben wird, wenn es von einem Stern abgestrahlt
wird. Wird das Licht vom &uferen Ereignishorizont abgestrahlt, dann ist die Rotverschiebung gleich
null. Man kann also nichts sehen.

Der innere Horizont ist eine Cauchy Hyperfldche, also eine dreidimensionale Untermannigfaltigkeit
in der Raumzeit, die von einer kausalen Kurve genau einmal geschnitten wird. Kausale Kurven
legen Materieteilchen oder Beobachter zuriick. Sie sind nicht in die Vergangenheit fortsetzbar.
Deshalb ist die Cauchy Hyperflache auch nur in einer Richtung durchléssig.

Gelangt ein Beobachter hinter den Cauchy Horizont, dann gelangt er in eine Region unendlicher
Blauverschiebung. Alles lauft gleichzeitig ab und der Beobachter wird von einem Strahlungsblitz
getroffen und vergliiht.

Wir hatten schon gesehen, dass der Cauchy Horizont eine Nullhyperfldche ist, an der die Metrik
eine Singularitdt hat. Man spricht deshalb von singuldren Nullhyperflachen. Einige Physiker
vermuten, dass aufgrund dieser Eigenschaft ab dem Cauchy Horizont der Bereich der
Quantengravitation beginnt, weil hier die Gleichungen der ART an der Singularitdt nicht existieren
und iber die zukiinftige Entwicklung physikalischer Grofen im Bereich hinter dem Cauchy
Horizont nichts mehr ausgesagt werden kann.
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5.8.4.5 Die Kerr-Newman-Metrik

Hat das rotierende Schwarze Loch eine Ladung Q, dann ist die Kerr-Newman-Metrik mit der

Raumzeit-Signatur (+, -, -, -) durch folgenden Ausdruck gegeben:
ror—Q° a(Q’~r,r)-sin’4
=2 a1 0 0 ( 2 2 ) 2
r+a-cos g r'+a-cos g
2 2 2
0 2r +a -cog (% : 0 0
gﬁ(t,r,e,(D): r'—ror+a+Q
0 0 r’+a’cos’6 0
a(Q*~r,r)-sin’ @ (a*+r*)’—a’(r’—r, r+a’+Q*)sin’
2, 2 2 0 0 2, 2 2 ’
r'+a-cos" 4 r'+a-cos 4
Mit den Ausdriicken
S=r’+a’-cos’6 a= % J = Drehimpuls
A=r’—r, r+a’+Q’ r.=2-M r~=Schwarzschildradius
x=(a’+r*)’—a* A-sin’ 6
erhdlt man die kiirzere Form der Metrik:
ror—Q° ; ¢ 0 a(Q’~r,r)sin’ @
> 2
2
0 = 0 0
g;(t,r,0,0)= A
0 0 2 0
a(Q'~r,r)sin’g 0 ysin’6
2 2

Zur Berechnung der weiteren Tensoren kann man dann folgendes Script verwenden:

#Einstein Tensor Kerr-Newman-Metrik

version()

M = Manifold(4, 'M, structure="Lorentzian')

fr.<t,x,y,z> = M.chart(r't x y z')

var ('rs m Q a', domain="real")
g00(x,y)=(rs*x-QN2)/(x\2+a"2*(cos(y))"\2) -1
g03(x,y)=(a*(Q\2-15*x)*(sin(y))2)/(xA2+a"2*(cos(y))"2)
g30(x,y)=(a*(Q/2-rs*x)*(sin(y))"2)/(x"2+a’2*(cos(y))"2)
g11(x,y)=(x2+a"2*(cos(y))\2)/(x\2-rs*x+ar2+QN2)
g22(x,y)=(x"2+a"2*(cos(y))"2)

833(x,y)=(((a"2+xA2)A\2 -aN2*(xN\2-rs*x+a2+QA2)*(sin(y))\2)*(sin(y))2)/(x\2+a’2*(cos(y))"2)
g=M.metric()

g[0,0]=g00(x,y)

g[0,3]=g03(x,y)

g(3,0]=g03(x,y)

gl1,1]=gl1(xy)

g[2,2]=g22(x,y)
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g[3,3]=g33(x,y)

print("*************************************************************************")-
b
print("************************Kerr_Newman_Metrik*******************************");
print("*************************************************************************")-
b
latex(g[:])
h=g.inverse()
print("*************************************************************************")

s
’
print("*************************************************************************")

latex(h[:])

nabla = g.connection()
print("*************************************************************************")-
b

print("***********************InverseKerrNewmanMetrik***************************")-

b

print("************************ChristoffEISymbole*********************************")-
5

print("*************************************************************************")-
’

latex(g.christoffel _symbols_display())

Ricci = nabla.ricci()

print("*************************************************************************")-
b

print("****************************Riccitensor***********************************");

print("*************************************************************************")

latex (Ricci[:])

Ricci_scalar= g.ricci_scalar()
print("*************************************************************************")-
b

b

print("***************************RiCCiscalar*************************************");

print("*************************************************************************")-
’

latex(Ricci_scalar.display())

Das Ergebnis ist ein Latex-Script, das z. B. angepasst an TexWorks umgewandelt in ein PDF-File
werden kann.

% \documentclass[8pt a3paper]{article}
\documentclass{scrartcl }

\usepackage{amsmath}
\usepackage{graphicx}
\usepackage{hyperref}
\usepackage[latin1]{inputenc}

% \usepackage[ngerman]{babel }
\usepackage{pdfpages}

\KOM Aoptions{paper=A1,paper=landscape,pagesize}
\recalctypearea

\title{ Einsteintensor Kerr Newman Metrik}
\author{Guenter Opitz-Ohlsen}
\date{03.04.2024}

\begin{document }
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\maketitle{Einsteintensor Kerr-Metrik }

\section{Kerr-Metrik }

$\left(\begin{array} {rrrr}

\frac{QM2} - \mathit{rs} x}{ar{2} \cos\left(y\right) {2} + xM{2}} - 1 & 0 & 0 &
\frac{{\left(Q" {2} - \mathit{rs} x\right)} a \sin\left(y\right)\ {2} }{a’ {2} \cos\left(y\right)\ {2} +
xM2}3\

0 & \frac{ar{2} \cos\left(y\right)A {2} + x {2} }{QA{2} + a2} - \mathit{rs} x + x"{2}} & 0 & 0\
\

0 & 0 & a2} \cos\left(y\right)\ {2} + xA {2} & O \\

\frac{{\left(QN {2} - \mathit{rs} x\right)} a \sin\left(y\right)\{2}}{a’ {2} \cos\left(y\right)\ {2} +
xM2}} & 0 & 0 & -\frac{{\left({\left(Q {2} + ar{2} - \mathit{rs} x + xA{2}\right)} a’{2}
\sin\left(y\right) {2} - {\left(ar {2} + xA{2}\right)}A{2}\right)} \sin\left(y\right)\{2}}{a {2}
\cos\left(y\right) {2} + xA\{2}}

\end{array }\right)$

\section{Inverse Kerr-Metrik }

$\left(\begin{array} {rrrr}

\frac{ar{4} + 2\, arM{2} x7 {2} + xA\ {4} - {\left(QN\ {2} ar{2} + ar {4} - aA{2} \mathit{rs} x + ar{2}
xM2Hright)} \sin\left(y\right)\ {2} } {\mathit{rs} xA {3} - xA{4} - {\left(QN {2} + ar{2}\right)}
xM2} - {Meft(QM{2} an{2} + ar{4} - a2} \mathit{rs} x + ar{2} xA{2}\right)}
\cos\left(y\right) {2}} & 0 & 0 & -\frac{Q"{2} a - a \mathit{rs} x}{\mathit{rs} x {3} - xA\ {4} -
{\left(QM{2} + arM{2h\right)} xA {2} - {\left(QM2} ar{2} + a4} - a2} \mathit{rs} x + a2}
xM2 Nright)} \cos\left(y\right)A {2} } \\

0 & \frac{QN {2} + a2} - \mathit{rs} x + x\ {2} }{a"2} \cos\left(y\right) {2} + xA {2}} & 0 & 0\
\

0 & 0 & \frac{1}{a”{2} \cos\left(y\right) {2} + x {2} } & 0 \\

-\frac{QM2} a - a \mathit{rs} x}{\mathit{rs} xA {3} - xA {4} - {\left(QN {2} + ar{2}\right)} x"\ {2} -
{\left(QN\ {2} ar{2} + a4} - a2} \mathit{rs} x + a2} x {2 }\right)} \cos\left(y\right)A {2}} & O
& 0 & -\frac{a" {2} \cos\left(y\right) {2} + QA {2} - \mathit{rs} x + xA {2} } {{\left(QN {2} ar{2} +
arM4} - aM2} \mathit{rs} x + a’2} x\{2}\right)} \cos\left(y\right)\{4} + \mathit{rs} x"{3} -
xM4} - {\eft(QA {2} + ar{2}\right)} xA {2} - {\left(Q {2} ar{2} + a4} - aA{2} \mathit{rs} x -
QM2} xM 2} + \mathit{rs} x\ {3} - xA {4 }\right)} \cos\left(y\right)\{2} }

\end{array }\right)$

\section {Christoffel Symbole}

$\begin{array}{lcl} \Gamma_{ \phantom{\, t} \, t \, x }A{ \, t \phantom{\, t} \phantom{\, x} } & =
& \frac{ar{4} \mathit{rs} + 2 \, QA{2} ar{2} x + 2\, QM2} xA{3} - \mathit{rs} xA{4} -
{\left(ar{4} \mathit{rs} + ar{2} \mathit{rs} xA{2}\right)} \sin\left(y\right) {2}}{2 \,
{\left(\mathit{rs} x {5} - x\ {6} - {\left(Q"\ {2} + ar{2}\right)} xA {4} - {\left(QN {2} ar{4} + a7 {6}
- aM4} \mathit{rs} x + aM4} xA{2}\right)} \cos\left(y\right)A {4} + 2\, {\left(a”{2} \mathit{rs}
xM3}y - aM2}  xAM{4} - {\left(QM{2}  arM{2} +  aM4}right)}  xA{2}\right)}
\cos\left(y\right) {2}\right)}} \\ \Gamma_{ \phantom{\, t} \, t \, y }A{ \, t \phantom{\, t}
\phantom{\, y} } & = & \frac{{\left(QM {2} ar{2} - aA{2} \mathit{rs} x\right)} \cos\left(y\right)
\sin\left(y\right)} {ar {4} \cos\left(y\right)\ {4} + 2\, ar {2} x"\ {2} \cos\left(y\right)\ {2} + xA{4}} \\
\Gamma_{ \phantom{\, t} \, x \, z }A{ \, t \phantom{\, x} \phantom{\, z} } & = & \frac{{\left(a" {5}
\mathit{rs} + 2 \, QA {2} ar{3} x - aA{3} \mathit{rs} xA{2}\right)} \sin\left(y\right)\ {4} -
{\left(ar {5} \mathit{rs} + 4\, QM {2} aA {3} x - 2\, a3} \mathit{rs} xA {2} + 4\, QM {2} a x {3} -
3\, a \mathit{rs} xA{4}\right)} \sin\left(y\right)\{2}}{2 \, {\left(\mathit{rs} xA{5} - xA\{6} -
{\left(QM\ {2} + ar{2}\right)} xA {4} - {\left(Q {2} ar{4} + a6} - a4} \mathit{rs} x + a{4}
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xM2Nright)} \cos\left(y\right)r {4} + 2 \, {\left(ar{2} \mathit{rs} xA{3} - ar{2} xA{4} -
{\left(QM{2}  an{2} +  arM4Pright)}  xA{2}\right)}  \cos\left(y\right)A{2}\right)}}  \\
\Gamma_{ \phantom{\, t} \, y \, z }A{ \, t \phantom{)\, y} \phantom{\, z} } & = & \frac{{\left(Q"\{2}
aM5} - a5} \mathit{rs} x\right)} \cos\left(y\right) \sin\left(y\right) {5} - {\left(Q"\ {2} a"{5} -
aM5} \mathit{rs} x + QA {2} ar{3} xM2} - a3} \mathit{rs} xA{3}\right)} \cos\left(y\right)
\sin\left(y\right) {3} }{ar {6} \cos\left(y\right)\ {6} + 3\, ar {4} x~ {2} \cos\left(y\right) {4} + 3\,
anM2} xM4} \cos\left(y\right) {2} + xA{6}} \\ \Gamma_{ \phantom{\, x} \, t \, t }A{ \, x
\phantom{\, t} \phantom{\, t} } & = & \frac{\mathit{rs} x {4} + {\left(3 \, Q\ {2} + ar{2}\right)}
\mathit{rs} x {2} - {\left(2 \, Q\{2} + \mathit{rs} M {2}\right)} xA {3} + {\left(a* {2} \mathit{rs}
M2} x - aM2} \mathit{rs} xA{2} - {\left(QM {2} ar{2} + a’{4}\right)} \mathit{rs}\right)}
\cos\left(y\righty {2} - 2 \ {Meft(QM{4} + QA{2} ar{2}\right)} x}{2 \, {\left(a’ {6}
\cos\left(y\right) {6} + 3 \, ar4} =xM{2} \cos\left(y\right)yr {4} + 3 \, ar{2} =x~{4}
\cos\left(y\right) {2} + xA\{6}\right)}} \\ \Gamma_{ \phantom{\, x} \, t\, z }{ \, x \phantom{\, t}
\phantom{\, z} } & = & -\frac{{\left(a \mathit{rs} xA{4} + {\left(3 \, QM {2} a + a*{3}\right)}
\mathit{rs} xA {2} - {\left(2 \, QM {2} a + a \mathit{rs} {2 }\right)} xA {3} + {\left(a* {3} \mathit{rs}
M2} x - aM3} \mathit{rs} xA{2} - {\left(Q\ {2} ar{3} + a’{5}\right)} \mathit{rs}\right)}
\cos\left(y\right) {2} - 2\, {\left(Q {4} a + QM {2} ar{3}\right)} x\right)} \sin\left(y\right)\ {2} } {2
\, {\left(a"{6} \cos\left(y\right) {6} + 3\, ar {4} x {2} \cos\left(y\right) {4} + 3\, ar {2} x {4}
\cos\left(y\right) {2} + xA{6}\right)}} \\ \Gamma_{ \phantom{\, x} \, x \, x }/{ \, x \phantom{\, x}
\phantom{\, x} } & = & -\frac{a’ {2} \mathit{rs} + 2\, QM {2} x - \mathit{rs} xA {2} - {\left(a’ {2}
\mathit{rs} - 2 \, aM2} x\right)} \sin\left(y\right) {2} }{2 \, {\left(\mathit{rs} x"{3} - xA{4} -
{\Meft(QM {2} + ar{2}\right)} xA {2} - {\left(Q {2} ar{2} + a4} - a2} \mathit{rs} x + a"{2}
xM2Nright)} \cos\left(y\right) {2}\right)} } \\ \Gamma_{ \phantom{\, x} \, x \, y I \ x
\phantom{\, x} \phantom{\, y} } & = & -\frac{a”"{2} \cos\left(y\right) \sin\left(y\right)}{a*{2}
\cos\left(y\right) {2} + xA{2}} \\ \Gamma_{ \phantom{\, x} \, y \, y }{ \, x \phantom{\, y}
\phantom{\, y} } & = & \frac{\mathit{rs} xA {2} - xA\ {3} - {\left(Q {2} + ar{2}\right)} x}{a’{2}
\cos\left(y\right) {2} + xA{2}} \\ \Gamma_{ \phantom{\, x} \, z \, z }A{ \, x \phantom{\, z}
\phantom{\, z} } & = & \frac{{\left(3 \, ar {4} \mathit{rs} x {2} - 2\, ar {4} x {3} + {\left(Q {2}
anM4} + aM6}\right)} \mathit{rs} - {\left(2 \, Q\ {2} ar{4} + 2\, a6} + a4} \mathit{rs}
A2 right)} x\right)} \sin\left(y\right)\ {6} - {\left(3 \, aA{2} \mathit{rs} xA\ {4} - 4\, aA {2} xA{5} -
{\left(3 \, QA {2} ar{2} - 4\, a4 }\right)} \mathit{rs} x {2} - {\left(2 \, QA {2} ar{2} + 8\, ar {4} -
a2} \mathit{rs}A{2}\right)} xA {3} + {\left(Q {2} ar{4} + ar{6}\right)} \mathit{rs} + {\left(2 \,
QM4} a2} - 2\, QM{2} a4} - 4\, aM6} - a4} \mathit{rs}{2}\right)} x\right)}
\sin\left(y\right) {4} + 2 \, {\left(a”{4} \mathit{rs} xA {2} + 2 \, ar{2} \mathit{rs} xA{4} +
\mathit{rs} xA\ {6} - xA {7} - {\left(QN {2} + 3\, aA{2}\right)} xA {5} - {\left(2 \, QM {2} ar{2} + 3\,
aM4Rright)} xA {3} - {\left(Q {2} ar{4} + aN{6}\right)} x\right)} \sin\left(y\right)\{2}}{2 \,
{\left(a”"{6} \cos\left(y\right)A {6} + 3\, a4} x {2} \cos\left(y\right) {4} + 3\, ar{2} x/{4}
\cos\left(y\right)A {2} + xA{6}\right)}} \\ \Gamma_{ \phantom{\, y} \, t\, t }A{ \, y \phantom{\, t}
\phantom{\, t} } & = & \frac{{\left(QM {2} a2} - a*{2} \mathit{rs} x\right)} \cos\left(y\right)
\sin\left(y\right)} {ar {6} \cos\left(y\right) {6} + 3\, aA{4} xA {2} \cos\left(y\right)\ {4} + 3\, a" {2}
x4} \cos\left(y\right) {2} + xA{6}} \\ \Gamma_{ \phantom{\, y} \, t\, z }A{ \, y \phantom{\, t}
\phantom{\, z} } & = & -\frac{{\left(Q{2} a~r{3} - ar{3} \mathit{rs} x + QM {2} a xA{2} - a
\mathit{rs} xA{3}\right)} \cos\left(y\right) \sin\left(y\right)}{a"{6} \cos\left(y\right) {6} + 3 \,
anM4} xAM{2} \cos\left(y\right) {4} + 3 \, ar2} x4} \cos\left(y\right) {2} + =xA{6}} \\
\Gamma_{ \phantom{\, y} \, x \, x }{ \, y \phantom{\, x} \phantom{\, x} } & = & -\frac{a"{2}
\cos\left(y\right) \sin\left(y\right)} {\mathit{rs} xA\ {3} - xA {4} - {\left(QN {2} + ar{2}\right)} x"\ {2}
- {\left(QN {2} ar{2} + ar{4} - a2} \mathit{rs} x + ar {2} x\{2}\right)} \cos\left(y\right) {2} } \\
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\Gamma_{ \phantom{\, y} \, x \, y }*{ \, y \phantom{\, x} \phantom{\, y} } & = & \frac{x}{a’{2}
\cos\left(y\right)A {2} + xA{2}} \\ \Gamma_{ \phantom{\, y} \, y \, y }{ \, y \phantom{\, y}
\phantom{\, y} } & = & -\frac{ar{2} \cos\left(y\right) \sin\left(y\right)}{a’{2}
\cos\left(y\right) {2} + xA{2}} \\ \Gamma_{ \phantom{\, y} \, z \, z }A{ \, y \phantom{\, z}
\phantom{\, z} } & = & -\frac{{\left({\left(QN {2} ar{4} + ar{6} - a{4} \mathit{rs} x + ar{4}
xM2Hright)} \cos\left(y\right) {5} - 2 \, {\left(ar{2} \mathit{rs} x"{3} - ar{2} =xA{4} -
{\left(QA {2} an{2} + ar{4}\right)} xA{2}\right)} \cos\left(y\right)\ {3} - {\left(QA {2} ar{4} -
a4} \mathit{rs} x + 2\, QA {2} ar{2} xA{2} - 2\, aM{2} \mathit{rs} xA{3} - ar {2} xA{4} -
xM 6\ right)} \cos\left(y\right)\right)} \sin\left(y\right)}{a"{6} \cos\left(y\right) {6} + 3 \, a’{4}
xM2}  \cos\left(y\righ)r {4} + 3 '\, ar{2} =xA{4} \cos\left(y\right)yA {2} + =xA{6}} \\
\Gamma_{ \phantom{\, z} \, t \, x }/{ \, z \phantom{\, t} \phantom{\, x} } & = & \frac{a{3}
\mathit{rs} \cos\left(y\right) {2} + 2\, QA {2} a x - a \mathit{rs} xA{2}}{2 \, {\left(\mathit{rs}
xM5} - xM6) - {\left(QM{2} + ar{2}\right)} xA {4} - {\left(Q {2} ar{4} + aN{6} - ar{4}
\mathit{rs} x + ar{4} x\{2}\right)} \cos\left(y\right) {4} + 2\, {\left(a"{2} \mathit{rs} x~{3} -
an2} xA {4} - {\left(QN{2} ar{2} + ar{4}\right)} xA{2}\right)} \cos\left(y\right) {2 }\right)}} \\
\Gamma_{ \phantom{\, z} \, t \, y } \, z \phantom{\, t} \phantom{\, y} } & = & -
\frac{{\left(QM {2} a - a \mathit{rs} x\right)} \cos\left(y\right) \sin\left(y\right)}{a’{4}
\cos\left(y\right) {6} - {\left(ar {4} - 2 \, ar {2} xA{2}\right)} \cos\left(y\right) {4} - xA{4} -
{\left(2 \, ar{2} xA {2} - x {4}\right)} \cos\left(y\right)A {2} } \\ \Gamma_{ \phantom{\, z} \, x \, z }
A\, z \phantom{\, x} \phantom{)\, z} } & = & -\frac{2 \, QM {2} a" {2} x - a” {2} \mathit{rs} x {2}
+ 2\, QM2} xM{3} - 2\, \mathit{rs} xA\ {4} + 2\, xA\ {5} - {\left(ar {4} \mathit{rs} - 2 \, a\ {4}
x\right)} \cos\left(y\right) {4} + {\left(a" {4} \mathit{rs} - ar{2} \mathit{rs} x {2} + 4\, ar{2}
xM3Nright)} \cos\left(y\right)A {2} }{2 \, {\left(\mathit{rs} xA{5} - xA{6} - {\left(Q {2} +
aM2Nright)} xA {4} - {\left(QM\ {2} ar{4} + ar{6} - a4} \mathit{rs} x + a4} x {2}\right)}
\cos\left(y\right) {4} + 2\, {\left(ar {2} \mathit{rs} x {3} - aM{2} x {4} - {\left(Q {2} aN{2} +
aM4right)} x {2 \right)} \cos\left(y\right)A{2}\right)}} \\ \Gamma_{ \phantom{\, z} \, y \, z }
A\, z \phantom{\, y} \phantom{\, z} } & = & -\frac{{\left(ar{4} \cos\left(y\right) {5} +
{\Meft(QM{2} ar{2} - arM{2} \mathit{rs} x + 2 \, a2} xA{2}\right)} \cos\left(y\right) {3} -
{\left(QM\ {2} a2} - a2} \mathit{rs} x - xA {4}\right)} \cos\left(y\right)\right)} \sin\left(y\right)}
{ar{4} \cos\left(y\right) {6} - {\left(ar {4} - 2\, arM{2} xA{2}\right)} \cos\left(y\right)\ {4} - x {4}
- {\left(2 \, ar{2} xA {2} - xA {4 }\right)} \cos\left(y\right)\{2}} \end{array}$

\section{Riccitensor}

$\left(\begin{array} {rrrr}

\frac{QA{2} ar{4} \sin\left(y\right)\ {6} + {\left(Q {4} ar{2} - QM{2} a”r{2} \mathit{rs} x\right)}
\sin\left(y\right) {4} - {\left(QA {4} ar{2} + QM2} ar{4} - QM{2} ar{2} \mathit{rs} x - QN{2}
\mathit{rs} xA {3} + QA {2} xA {4} + {\left(QM {4} + 2 \, QM2} ar{2}\right)} xA{2}\right)}
\sin\left(y\right) {2} }{ar {8} \cos\left(y\right) {10} - {\left(ar{8} - 4 \, ar{6} x {2}\right)}
\cos\left(y\right) {8} - xA{8} - 2 \, {\left(2 \, ar{6} x~A{2} - 3 \, ar{4} xA{4}\right)}
\cos\left(y\right) {6} - 2\, {\left(3 \, a {4} x {4} - 2\, arM2} x\{6}\right)} \cos\left(y\right)\{4} -
{\left(4 \, ar {2} xA\ {6} - x\ {8}\right)} \cos\left(y\right)\{2}} & 0 & 0 & -\frac{{\left(Q {4} ar{3}
+ 2\, QM2} aM{5} - QAM{2} aAM{3} \mathit{rs} x + 2 \, QM2} arM3} xA{2}\right)}
\sin\left(y\right) {6} - {\left(Q"\ {4} ar{3} + 2\, QM {2} a {5} - QA {2} a/ {3} \mathit{rs} x - QN {2}
a \mathit{rs} xA {3} + 2\, QA{2} a x\{4} +

Aleft(QM{4} a + 4\, QM{2} ar{3}vright)} xA{2}\right)} \sin\left(y\right)"\ {4} }{a"{8}
\cos\left(y\right) {10} - {\left(a”r{8} - 4\, ar {6} x {2 }\right)} \cos\left(y\right)\ {8} - x {8} - 2\,
{\left(2 \, a6} xA {2} - 3\, ar {4} x {4}\right)} \cos\left(y\right)\ {6} - 2\, {\left(3 \, ar {4} x {4} -
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2\, aM2} xA{6}\right)} \cos\left(y\right) {4} - {\left(4 \, ar{2} xA{6} - xA{8}\right)}
\cos\left(y\right) {2} } \\

0 & \frac{QM {2} }{\mathit{rs} x {3} - xA\{4} - {\left(QN {2} + ar{2}\right)} xA {2} - {\left(Q {2}
aM2} + a4} - aM2} \mathit{rs} x + a2} xA{2}\right)} \cos\left(y\right) {2} } & 0 & 0 \\

0 & 0 & \frac{QM {2} }{ar{2} \cos\left(y\right) {2} + xA {2} } & 0 \\

\frac{ {\left(Q"\ {4} ar{3} + 2\, QM{2} ar{5} - QM{2} ar{3} \mathit{rs} x + 2\, QA {2} ar{3}
xM 2 right)} \sin\left(y\right) {6} - {\left(Q {4} ar{3} + 2\, QA {2} ar{5} - Q7 {2} ar{3}
\mathit{rs} x - QA{2} a \mathit{rs} xA {3} + 2\, QM {2} a xA\ {4} + {\left(Q {4} a + 4\, QM {2}
aM3Hright)} xA{2}\right)} \sin\left(y\right)\{4} } {a” {8} \cos\left(y\right)\ {10} - {\left(a”"{8} - 4\,
aM6} xM2N\right)} \cos\left(y\right) {8} - xA{8} - 2\, {\left(2 \, ar{6} xA{2} - 3\, ar{4}
xM4Rright)} \cos\left(y\right) {6} - 2 \, {\left(3 \, ar{4} xA{4} - 2\, ar{2} x"\{6}\right)}
\cos\left(y\right)A {4} - {\left(4 \, ar {2} xA {6} - xA{8}\right)} \cos\left(y\right)"{2}} & 0 & 0 & -
\frac{{\left(Q" {4} ar{4} + QN {2} arM{6} - QM{2} a4} \mathit{rs} x + QN {2} ar {4} x {2 }\right) }
\sin\left(y\right)A {6} - {\left(Q {4} ar{4} - Q {2} ar{4} \mathit{rs} x + QA {4} ar{2} x/{2} -
QM2} aM2} \mathit{rs} xA{3}\right)} \sin\left(y\right)A {4} - {\left(Q {2} ar{6} + 3\, Q {2}
a4} xM{2} + 3\, QM2} an{2} xA{4} + QM{2} xA{6}\right)} \sin\left(y\right)\{2}}{a"{8}
\cos\left(y\right)y {8} + 4 \, aN6} =xM{2} \cos\left(y\right) {6} + 6 \, ar{4} x~{4}
\cos\left(y\right) {4} + 4\, ar {2} xA {6} \cos\left(y\right)\ {2} + xA{8}}

\end{array }\right)$

\section{Ricciscalar}

$\begin{array}{llcl} \left(t, x, y, z\right) & \longmapsto & 0 \end{array}$

\end{document}

Es stellt sich heraus, dass der Ricciscalar verschwindet. Der Einsteintensor ist also gleich dem
Riccitensor. Hier noch einmal die Ergebnisse:

R —rsz 1 0 0 (Q'-' = i-.-s.r:'}al sin(y)°
a2 E?L)H[I}]Z +x2 , s a2 cos(y)*4x2
) g, ) ﬂ
0 0 aZcos(y)? + 22 0
(Q"‘—J"-‘r‘-f?}ﬂ sin(y)? 0 0 — (((?2 +a?—rsz4?)a? :1'111(_,?;)2—(rr."’-l—.r:g)j) sin(y)?
T aZcos(y) 22 a2 cos(y)” +a?
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1. -3. Spalte Inverse Kerr-Newman-Metrik

4. Spalte Inverse Kerr-Newman-Metrik

o Qra—arsx
rexd—at —(Q24a2)x2 —(Q2a2+al —arsr+aa?) cos(y)?

0
0

- a? f:os{y)2+Qj—r.f.c;n-l—;r:g
(Q%a?+a* —a?rsrta’z?) cos(y) Hrszd -t — (Q%+a? )22 — (Q%a? +at —alrsz— Q222 frsx®—a?) cos(y)?

( at42a?2? 42t —(an.j-l-u'l —a? r'.‘.-.r?-l—r.«.z;;:z) siu{y]2 0 0
rsad —al — (@2 4a?)a? —(Q2a? 4at —alrsz+a?a?) cos(y)” . .
0 Q% 4a’—rse+a’ 0
Y- S
a“ cos(y) 4z
0 0 .

Y )
a? cos(y)” +a?

9
. (- a—arsx 0 0
rsrd —rl — (2 +a?)x? —(Q2a? +a* —a2rsr+a2?) cos(y)”
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3 Christoffel Symbole

atrs+2Q%a%z42 Q% xd —rszt —{a rs+a- 'r‘srz)sm(y)

t —
T 2 (rsad—xb —(Q24a2)zt —(Q2at +ab —atrsr+ata?) cos(y) +2 (a2rsad—a2zd— (Qza2+a4)x2)cos(yj2)
I‘t . (Qza —a 'rar) cos(y) sin(y)
ty T atcos(y -1—2.:12 2 cos(y) 241
Ft . a®rs+2Q%alz— a"rszz) sin(y)‘lf(a5r.9+4QEa?’:cfQa:*'rsr;:'2+4(22a.7:373arsw‘l)sin(y)z
Tz Q(T,asu)f:r:"f(QZ«I»az)rz"lf (Q2a*+ab—atrsotatz?) cos(y) +2 (CLZT‘S:I)S7!12:1':47((Jzﬂ.2+ﬂ.4)1112)COS(’yJZ)
Ft _ (Qzaf‘fagmz) cos(y) sin( y)sf(Q;:ﬂ""fas'rﬂhLQz 32 ag'rsrﬁ)cos(y) sin(y)*
yz a cos(y)®+3 az? cos(y) 43 a2xd cos(y)? + b
re* ?"S.‘.Ed+(3 Q*+a? )1'91' (Zintre )r +(a rs?r—a’rsz? (Qzaqua )rs)cos y)"uz (624 +Q%a 2)
it 2((1(’ cos(y)®+3 ata? cos(y) T +3 a2zt cos(y) +T6)
re . (arsr +(3C92a+a )'rsr —(2Q2a+ar‘; )J: +(a rs’r—adrsz? —(QQaS-HJ, )'rs)cos ) -2 {:Q4a+( 2 *)r) s'm(y)2
tz T 2(&" cos(y)®+3 atx? cos(y)* +3 a2z cos(y) +r(’)
re . a’rs+2 Q%x— r-;z'Ef(a?'rszazz)s‘in(y)z
rx

Z(TST —z1—(Q2+a?)z?— (Q2a2+at—a?rsa+a2x?) cos(y)? )
re _ a? cos(y) sin(y)
= L4
Ty a,z cos(y) +x2
FI . rsx2—rt —(QZ-HL ).’]J
vy a? cos(y) +x2

Christoffel-Symbole Teil 1: Christoffel-Symbole Teil 2:

(Q2a2 —a? Tsr) cos(y) sin(y)

Y, =
3 ab cos(y) 43 atz? cos(y) T +3 a2zt cos(y)? + 6
v _ Q?a’—a®rsx+Q%az? —arsz®) cos(y) sin(y)
tz T T GBcos(y)’t+3ata? cos(zy) +3 a?z* cos(y)* +axb
Y _ a” cos(y) sin(y)
TE rsad —al—(Q2+a2)2? —(Q%a2 +al—a2rsw+a22?) cos(y)?
Yy — T
g - TS Sz 3
r ekl a? cos(y) +a?
[V — _ucosly)sin(y)
vy a2 cos(y)’ 22 )
Ty - ((Q2a4+a”—a4rsr+a4:r: ) cos(y)® —2 (a rsxd—a?zt (C)Za2+a )rz) cos(y)‘i—(QZa4—a41's.1:+2 Q*a’z%—2a® 7"53‘:3—@21}4—1(;) cas(y)) sin(y)
22— _acos(y 15 +3 ata? cos(y) 43 a2at cos(y)?+ab
re= _ adrs cos(y)2+2QEa.rfaTsrz
tw 2 (Tsa:sfz“f((,)z+az)z4 —(Q%a*4-ab—atrsr+ata?) cos(y) 42 (a2rsa® —a2zt —(Q%a24-at)a?) cos(y)z)
I - (Qza—arsr) cos(y) sin(y)
ty ™ a’ cos(y)® —(a?—2 a2x?) cos(y) T —at — (2 a2z2 —21) cos(y)*
r= _ 2Q2%a2r—a?rsx?+2 Q%3 -2 TSJ:4+2:£57(Q47"572 a4z) cos(y)4+(a4rsfa2rszz+4a2.r3) cns(y)z
Tz 2 (rw 5 —zb—(Q%*+a?)xt—(Q? u.4+u.ﬁfa4rs'ar+a,4.rz) cos(y) 42 (a2rsz® —a2zt— (Q2aZ+-at)z2) COS(yJZ)
Ir® - (a cos(y)® (Qzaz—az rsT+2 ccz'rz) cos(y)? (622 az—azrsx—r“l) cos('y)) sin(y)
CE

at cos(y)® —(at—2a222) cos(y) ! —zt—(2 a2z2 —x1) cos(y)?
Christoffel-Symbole Teil 3

| DG _ (SG‘IT&TZLQa4:1:3+(Q2~:14+'16)T5_(26 2a4+2aﬁ+a4r52):c) sin(y)"

e
2

_ (3 a’rsxzt—4a?zd —(3 Q%a’—4 :14)?.9:1.'2 —
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— (2 Q%a?+48 at —azrsz)xii—}—(tfgza‘l—i—aﬁ) rs+ (2 Q%a?-2Q%*—4a" —a4rsz)$) sill(y)4-
2 (aﬁ cos(y)®+3 atz? cos(y)?+3 a2zt CDS(’yJZ-I—:]Cﬁ)

+2 (a‘lrsmz—f—Q arsxt+rsxb —3:7—(C22 +3 az)m‘-’ —(2 Q%*a*+3 a‘l)xii—(ﬁgza‘l—l—aﬁ)m) s'm(y)g

1. Spalte Riccitensor

4 Riccitensor

Q2at sin(y)"’-l—(Q"uQ —(Q%a? T‘a‘:]’.‘) sinfy)?— (Q"112+Q2z1’1 —~QParse—Q%rsxd Q%+ (Q'] +2 Qgr;.?);r,g ) sin(y)?

a® cos(y) " —(a®—4 ab22) cos(y)® —2® —2 (2 aP22 —3 ala?) cos(y)® —2 (3atrt—2 226 cos(y) = (4 a2a5—2%) cos(y)

z

0

0
(Q’lr:.:‘ +2Q%a® Q%0 rsr+2 Q%0 2? ) sin[y)“— (Q"l a®+2Q%a® —Q*a  rsz—Q%arszd+2 er;.;j"1+(Q']a+-1 Q%a® ).nj} ﬁin(y)'1

ad cos(y) " —(aS—dabz?) cos(y)®—2¥ 2 (2ab22 =3 atzt) cos(y)" —2 (3 atet =2 a2x6) cos(y) " — (4 a2x8 —x8) cos(y)”

2. & 3. Spalte Riccitensor

0 0
()2 0

"z

rsxd —rd - ((Q24a?)2? —(Q%a4at—alrszr+a?x?) cos(y) ,
0 Q

a? cos(y)* +a2

0 0
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4. Spalte Riccitensor

(Q" a®420Q%a® —Q2ad rsx+4-2 Qz(r.“.'i'z} sin(y)%— (Q'lrr." +2Q%a’ —Q%a’ rsz—Q2arsz® 42 Q%axt+ (Q'l a+4 Q2c1"}:n2 ) sin(y)*

U (a8 —4a22) cos(y)T —25—2 (2822 -3 ata?) cos(y)*—2 (3 atzt —2a229) cos(y) T — (4 a22% —25) cos(y)?

a® cos(y)

o O

5

(Q'l at+Q%ab—Q%at rs-:r,+err.";z-'l) sin(y)®— (Q"a" —Q%atrse+Qa2a? —Q%a? rsa? ) sin(y)?— (Q2c1[5+:’. Q%ata? +3Q%a%a? +Q2:n“) sin(y)?
a8 cos(y)5+4ab22 cos(y)® +6 atzt cos(y)T+4 0226 cos(y)” +28

5 Ricciscalar

(t._.‘f.-',y._Z) — 0
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5.8.4.6 Zusammenfassung Metrik Schwarzer Locher

5.8.4.6.1 Die Einsteintensoren

Nicht rotierend Rotierend
Ungeladen Schwarzschild Metrik Kerr-Metrik

Einsteintensor Null Einsteintensor Null

Vakuumldsung Vakuumldsung
Geladen Reissner-Nordstrom-Metrik ~ Kerr-Newman-Metrik

Einsteintensor = Riccitensor Einsteintensor=Riccitensor

5.8.4.6.2 Die Bereiche rotierender Schwarzer Locher

Kerr-Newman-Metrik mit Ladung Q

ror—Q° 4 0 T a(Q*-r,r)-sin’Q
r’+a’-cos’0 r’+a’-cos’0
0 r’+a’-cos’0 0 0
gij(t’rxex(p) r'Z_rs'r'i'az'i'QZ
0 0 r’+a’-cos’0 0
a(Q*~r,r)-sin*Q (a’+r*)—a*(r’—r r+a’+Q%)sin’0 _ ,
R > 0 0 B > -sin” 0
r+a-cos 0 r+a-cos 0
_r, r—Q2
t= >
S=r’+da’-cos’d
A=r’—r, r+a’+Q’
x=(a’+r’)’—a* A-sin’ 6
—a-&sin’ @
-1 ;): 0 —s
0 = 0 0
s\t,r,0,D)= A
g ) 0 . 0
—a-Csin’ @ xsin’ @
> v U >
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Kerr-Newman-Metrik ohne Ladung Q

rer rer

1 0 0 a———sin’ 0
r’+a’-cos’ 8 r’+a’-cos’ @
r’+a’-cos’ @
0 r+a-cos ¢ 0 0
g;(t,r,0,0)= r’—r r+a
0 0 r’+a*-cos’ @ 0
2 2\2 2 2 2 s 2 o 2
r.r a’+r’)’—a*-(r’—r_r+a’)-sin’@)-sin’@
R U (@ rP-a(rry rea)sin'd

2 2 2 2 2 2
r+a—-cos 6 r+a-cos 6

Mit folgenden Ausdriicken:
rer
£="%
S=r’+a’-cos’ 6
A= rz—rs-r+ a
x=(a’+r*)’—a’-A-sin’ 6

’ -1 0 0 aZsinZB‘
0 % 0 0
liefert das g,(t,r,0,®)= n T s 7 . Damit gilt
-sin’@
alsin’0 0 0 £
\ b3
Ungeladen Geladen
Metrik -1 0 0 aclsin’ ’ -1 0 0 —a-Zsin®
0o X0 o 0 20 0
K_| KN _
gi 0 0 = 0 95 = 0 0 = 0
o« 2 o 2
alsin“"d 0 0 )%DH \—a-é'sin 6 0 0 ;(s;n 6
Ereignishorizont | A=r*—r.r+a’=0 A=r’—r r+a’+Q’=0
r+
Cauchy Horizont
"
Ergosphdre £= R £= rer—Q° .
s =~ s -
Symbole £= rer - ror—Q’
s =5 <
3= 2 2 2 2 22 2
=r'+a-cos 6 2=r"+a-cos 6
2 2
A=r"—ry,r+a A=r’—r r+a’+Q’
x=(a’+r’)’—a*A-sin’ 6 x=(a’+r’)’—a* A-sin’ 6
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Man sieht, dass sich die Metriken strukturell bis auf eine Konstante Q? und einem Vorzeichen
gleichen. Damit gilt das Gesagte fiir die Ergosphédren und die Ereignishorizonte fiir ungeladene
Schwarze Locher bis auf die Konstante Q° ebenfalls fiir geladene Schwarze Lacher.

Die Gravitationskonstante G, die Lichtgeschwindigkeit ¢ und die Coulomb-Konstante ke wurden
bei allen Metriken gleich 1 gesetzt. Dies beutet z. B., dass der Schwarzschildradius rs mit

r SZZ'M oder I S=2-m angegeben ist. Bei den Berechnungen mit Sagemath habe ich die

Bezeichnung der Koordinaten in (t , X, Y, Z) geandert.

Bei der Berechnung der Tensoren mit SageMath empfiehlt sich die Benutzung von 30 Kernen,
damit das Ergebnis nach ca. fiinf Minuten als Latex-Script erscheint.

Die Bilder fiir den Metriktensoren, die Christoffel-Symbole und den Riccitensor sind leider zu

klein. Deshalb habe ich den Riccitensor spaltenweise aufgeteilt. Es ist trotzdem ratsam, sich mit
einer Bildschirmlupe, die Bilder ausschnittsweise vergroflern anzeigen zu lassen.
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A.1 Die Planckeinheiten

Planck-Masse

Planck-Léinge

Planck-Zeit

Planck-
Ladung

Planck-
Temperatur

Planck-Flache

Planck-Volumen

Planck-Energie

Planck-Impuls

Planck-Kraft

Planck-Leistung

Planck-Dichte

Planck-Kreisfrequenz

271

Wert in S1-
Grolle Dimension Term . )
Einheiten
= _
he 21761078
Masse M mp = 4 —
v G kgl?)
L5 L ] I."llﬁ'G 1,616-10735
dnge b= 4/ — .
\., 3 el
| Ip 5,391 10744
feit T = =
E = gl4]
1,876-10718
Ladung IT gp = \/hecdmeg -
& 1,417 - 1032
Temperatur | © Tp = i 5]
kg K
s Grofle 4 Dimension $ Term
. 2 hG
Flache L2 Il; = ?
3
Volumen 1= 3 — E
P o3
. _ 9 fic?
Energie ML2T-2 Ep = mpc* = — =
P G
. [ he?
Impuls MLT-1 mpe = — = V %
_ Ep k (’4
Kraft MLT-2 fp = — = —— = —
a P lp lptp G
Ep ﬁ (’.5
. 27-3 P — — — — — —
Leistung ML=T P i t%, G
. = _ mp _ hip _ fasd
Dichte ML PP II‘;S 351': RO
Kreisfrequenz i wp = é — x ﬁc;

4

Wert in anderen
Einheiten

1,311-10"u

3,054-107%% ap

11.71e

Wert in SI-Einheiten

2,612-10770m2

4,222 107105 3

1,956-10%J
=1,2209-10%% eV
=543,4 kWh

6,525 kgm-s™!

1,210-10%4N

3,628-10%2 W

5155-10% kg:m~3

1,855-1043 571
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Fp h CF
Planck-Druck Druck MLT1T 2 pp=—= = = 0 4,633-10""3 Pa
| eBdgre
Planck-Strom Elektrischer Strom Q-1 o i 4meg 3,479 1025 A
tp ' G
—
. _ _ - EP R lll C'1
Planck-Spannung Elektrische Spannung ML2T-2071 | Up = = =4/ 1,043-1027V
ge  trgp \, Gdmey
VP ﬁ- ]. Z[]
Planck-Impedanz Widerstand MLZT-1Q2 | Zp = AT = —— 129,980
P dp Amwege 47
B e
, e
Planck-Beschleunigung | Beschleunigung LT2 gp = L { ‘ 5561051 mg2
mp 11/ hG
Planck-Magnetfeld Magnetische Flussdichte | MIT1T~2 ; /| “zh 4,29361-1059T
Bp = /2pmope = G

Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Planck-Einheiten
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A.2 Aufbau der Materie

Masse —| 2.3 MeV 1,275 GeV 173,07 GeV
Ladung —| 2/ %3 %) t
Spin—| 14 u Vs C 2
Name — up charm top

Quarks

Leptonen

Drei Generationen
der Materie (Fermionen)

4,18 GeV

strange

=0,19 MeV <18.2 MeV

»Ve 1L.Vu 1LV
s e 5 IJ ) T
Elektron- Myon- Tau-
Neutrino Neutrino Neutrino

0,511 MeV 105,7 MeV 1,777 GeV

-1 -1 -1

15 e 5 I-rl Ys T
Elektron Myon Tau

Eichbosonen

https://de.wikipedia.org/wiki/Neutrino

A.3 Die Gravitationskonstante
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Physikalische Konstante

Name Gravitationskonstante
Formelzeichen G
Wert
m3
i 6,674 08 - 107 ——
kg - 52

Unsicherheit (ret) | 4,7 -107°
Quellen und Anmerkungen

Quelle S-Wert: CODATA 2014 (Direktlink &)

125,09 GeV
0

0

H

Higgs
Boson

Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Gravitationskonstante

Quelle:
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A.4 Lichtjahr

Einheitenname

Einheitenzeichen

Physikalische
Grofke(n)

Formelzeichen

Dimension

In SI-Einheiten

Abgeleitet von

Physikalische Einheit

Lichtjahr
Lj,ly
Lange

s,.d
L

1Lj = 9460730472 580 800 m

~ 9.46073 - 10" m
~ 9,46 - 10° m

Lichtgeschwindigkeit, Julianisches

Jahr

Siehe auch: Parsec, Astronomische Einheit

Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Lichtjahr

A.5 Der Energie-Impulstensor

Der Energie-Impulstensor in seiner allgemeinen Form lautet:

Tii

S
|
|
|

SRR N RS
)
)
)

Die folgenden Tabellen erkldiren die Bedeutung der Symbole.
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Symbol Bedeutung
w Energiedichte odir Energie pro Volumen. Die Energie
wird iiber MC” fiir Massen oder iiber h-V bei
elektromagnetischer Strahlung berechnet.
Die Energiedichte beschreibt den Energiefluss durch
ein raumartiges Volumenelement.
S .S .S Energiestromdichte: Energie multipliziert mit der
xX>Ty? =x Geschwindigkeit.
C Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
G. Im Fall elektromagnetischer Strahlung der negative
ik Maxwellsche Spannungstensor. Sonst die
Impulsstromdichte.
Komponente Bedeutung
nergiedichte, assendichte eschreibt en
T°° E iedich M dich beschreib d
Energiefluss (Massenfluss) in zeitartige Richtung, also
den Energiefluss durch ein raumartiges 3D-
Volumenelement.
Ti0 -i=1 3 (rdumlicher Energiefluss, rdumlicher Massenfluss)
2 YOOy beschreiben die Energiestromdichte
(Massenstromdichte) in rdumliche i-Richtung, also den
Energiefluss durch ein 3D-Volumenelement mit einer
zeitartigen und zwei raumartigen Achsen.
Toj - i=1 3 (Impulsdichte) beschreiben den Impulsfluss der j
) YOY Komponente des Impulses in zeitartige Richtung, also
den Impulsfluss der j Komponente des Impulses durch
ein raumartiges 3D-Volumenelement.
Tif ‘i i=1 3 Impulsstromdichte) beschreiben den Impulsfluss der j-
s, ] YOOY Komponente des Impulses in die rdumliche i-Richtung,
also den Impulsfluss der j-Komponente durch ein 3D-
Volumenelement mit einer zeitartigen und zwei
raumartigen Achsen.
Symmetrie Bedeutung
Tk0= TOk Die Massenstromdichte (Energiestromdichte) ist gleich

der Impulsdichte; das ist eine Konsequenz aus dem
Schwerpunktsatz®.

T'=T";i=1,...,3

Die Scherspannungen sind symmetrisch: Ein Transport
der j-Komponente des Impulses in i-Richtung ist stets
begleitet von einem gleich groen Transport der i-
Komponente des Impulses in j-Richtung. Das ist eine
Konsequenz der Drehimpulserhaltung®'.

60 Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Schwerpunktsatz

61 Siehe:https://de.wikipedia.org/wiki/Drehimpuls

275



https://de.wikipedia.org/wiki/Drehimpuls
https://de.wikipedia.org/wiki/Schwerpunktsatz

Relativitiatstheorie V1.2 bearbeitete Version

A.6 GrofRe des Universums

Physikalische Eigenschaften (bezogen auf das
beobachtbare Universum)

Radius > 45 Mrd. Ljl"]

Masse (sichtbar) ca. 10°% kg

Mittlere Dichte ca. 4,7 10730 g/em?
Alter 13,81 £0,04 Mrd. Jahrel?]
Anzahl Galaxien ca. 200 Mrd.13]
Temperatur 27K

Hintergrundstrahlung

Anmerkung: Das Hubble Ultra Deep Field umfasst
einen Raumwinkel, der ungefahr dem 150. Teil der
durchschnittlichen Mondscheibe entspricht.
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Nachwort

Leider leide ich an kleinzelligen Lungenkrebs. Ich bekomme Chemotherapie und Strahlentherapie
als lebensverlangernde Malnahmen. Ich hoffe, das ich dieses Jahr noch iiberlebe, sodass ich
vielleicht noch weitere Verbesserungen am Script durchfiihren kann. Falls es eben nicht geht, dann
bleibt alles beim Alten, zumindest was das Script betrifft.

Glinter Opitz-Ohlsen im Marz 2024
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